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PREFAZIONE 


La  superficie  di  4°  ordine  e  31  classe  non  sviluppabile,  che 
ha  nome  dal  sommo  Steiner,  è  stata  da  lui  scoperta  circa 
il  1838  (secondo  il  Weierstrass),  quando  trovavasi  a  Roma  col 
Jacobi;  per  questo  fu  anche  detta  la  superficie  Romana  (*). 
Però  lo  Steiner  nulla  ha  lasciato  intorno  ad  essa  di  pubblicato; 
fu  il  Knmmer  che  per  la  prima  volta  nel  1863  ha  richiamato 
l'attenzione  dei  geometri  su  tale  superficie  facendone  conoscere 
le  più  risalienti  proprietà.  A  queste  ne  aggiunsero  tosto  molte 
altre  lo  Schròter  (1863)  ed  il  Cremona  (1864  e  1867),  i  bei 
lavori  dei  quali  sono  di  geometria  pura.  11  Cayley  (1865),  par- 
tendo dalla  generazione  indicata  dal  Weierstrass,  ed  il  Clebsch 
(1867),  partendo  dall'equazione  tipica  data  dal  Kummer,  dimo- 
strarono che  la  superficie  di  Steiner  è  la  più  generale  superficie 
razionale,  i  cui  punti  abbiano  le  coordinate  tetraedriche  rappre- 
sentabili da  forme  ternarie  quadratiche  (**);  con  questo  mezzo 


(*)  Questa  notizia  storica  mi  fu  comunicata  dall'egregio  Prof.  Beltrami. 
(**)  Tale  proprietà  è  dal  Kummer  e  dal  Clebsch  attribuita  al  Weierstrass. 
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il  Clebsch  dava  la  rappresentazione  piana  della  superficie  di 
Steiner,  e  fra  le  altre  trovava  la  rimarchevole  proprietà  che 
le  curve  assintotiche  su  tal  superficie  son  curve  algebriche 
(di  4°  ordine  e  2a  specie).  Più  tardi  (1871)  R.  Sturai  rifaceva 
la  teoria  della  superficie  di  Steiner,  considerandola  come  caso 
particolare  di  una  superficie  di  3a  classe,  e  fondandosi  sulla 
generazione  di  questa  mediante  una  schiera  di  quadriche  ed 
una  retta  punteggiata  proiettiva  con  detta  schiera. 

La  superficie  reciproca  della  Steineriana,  come  fu  avvertito 
la  prima  volta  dal  Cremona  al  n°  77  della  celebre  sua  Mé- 
moire  de  geometrie  pure  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre, 
è  quella  notevole  superfìcie  di  3°  ordine  con  4  punti  doppi,  che 
si  incontra  nello  studio  della  superficie  generale  del  3°  ordine, 
e  che,  considerata  dal  Gayley  fin  dal  1844,  fu  poscia  oggetto 
di  belle  ricerche  del  Prof.  Beltrami,  pubblicate  nel  1863  quasi 
nello  stesso  tempo  in  cui  venivano  alla  luce  i  lavori  di  Kum- 
mel*, Weierstrass,  Schròter  sulla  superficie  di  Steiner.  Questa  e 
la  sua  reciproca  vennero  poi  (1869)  studiate  contemporanea- 
mente dall'Eckardt;  ma  il  suo  lavoro  ha  molto  di  comune  con 
quello  menzionato  del  Beltrami  e  segnatamente  la  trasforma- 
zione delle  figure  a  tre  dimensioni,  che  con  quelle  superfìcie 
si  può  stabilire. 

A  questi  brevi  cenni  storici  aggiungo  qui  sotto  una  nota 
dei  lavori  che  sono  a  mia  notizia,  e  che  trattano  della  super- 
fìcie  di   Steiner  o  della  sua  reciproca. 

Intanto  dirò  poche  parole  su  ciò  che  forma  l'oggetto  della 
presente  monografia.  —  Tra  le  molteplici  maniere,  con  cui  si 
può  studiare  analiticamente  la  superficie  di  Steiner,  la  più 
generale  è  senza  dubbio  quella  adottata  dal  Clebsch;  egli  però 
non  si  è  occupato  che  di  alcune  questioni,  molte  restano  tut- 
tavia  a   risolversi;  così   ad  es.  la  ricerca  dell'equazione   della 
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superfìcie,  dell'equazione  complessiva  dei  quattro  piani  doppi, 
delle  coordinate  del  punto  triplo,  della  equazione  della  quadrica 
che  passa  per  le  4  coniche  singolari  e  di  altre  quadriche  che 
hanno  rimarchevoli  relazioni  colla  superficie,  ecc.  e  la  dimo- 
strazione analitica  di  molte  belle  proprietà  dovute  allo  Schròter 
ed  al  Cremona.  Perciò  io  mi  sono  qui  proposto  di  risolvere 
tali  questioni ,  dando  una  trattazione  piana,  sistematica,  e,  per 
quanto  comportano  le  mie  forze,  completa  della  superfìcie  di 
Steiner,  studiandola  sulla  sua  rappresentazione  analitica  me- 
diante le  forme  ternarie  quadratiche.  L' intimo  nesso  fra  la 
teoria  dei  sistemi  di  coniche  nel  piano  e  la  superfìcie  di  Steiner 
così  studiata  ha  fatto  sì  che  io  mi  sono  giovato  assai  del  la- 
voro del  Rosanes  »  Ueber  Sysleme  von  Kegelschnitten  »,  seb- 
bene a  proposito  delle  reti  di  coniche  me  ne  sia  scostato  a 
fine  di  ottenere  per  altra  via  risultati  più  semplici  e  più  con- 
venienti al  mio  scopo. 


Cayley.  —  Mémoire  sur  les  courbes  du  Iroisième  orare.  —  Journal  de  Liouville,  t.  IX, 
1844. 

Kummer.  —  Ueber  die  Flcichen  vierten  Grades,  auf  welchem  Schaaren  von  Kegelschnitten 
liegen.  —  Monatsbericbt  der  Berliner  Academie,  1863. 

Weierstrass.  —  Note  zu  vorstehenden  Abhandlung,  1.  e. 

Schròter.  —  Ueber  die  Steiner 'sche  Flàche  vierten  Grades,  1.  e.  (*). 

Beltrami.  —  Estensione  allo  spazio  di  3  dim.ensioni  dei  teoremi  relativi  alle  coniche  dei 

9  punti.  —  Giornale  di  Matematica  del  Battaglini,  Voi.  I,  1863. 
Cremona.  —  Sur  la  surface  du  qualricme  ordre  qui  a  la  proprielé  d'étre  coupèe  sitivanl 

deux  coniques  par  chacun  de  ses  plans  langentes.  —  Crelle's  Journal,  Bd.63,  1865. 
Lampe.  —  De  super fìciebus  quarti  ordinis  quibus  puncta  triplicia  insunt.  —  Diss.  inaug. 

Berolini,  1864. 

Cayley.  —  Noie  sur  la  surface  du  qualrième  ordre  de  Steiner.  —  Crelle's  Journal,  Bd. 
64,  1865. 


(')  I  lavori  accennali  di  Kummer,  Weikiistrass,  Scbròter  furono  riprodotti  nel   Crelle's  Journal, 
Bd.  64,  1805. 
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Clebsch.  —  Ueber  die  Sleiner'sche  Fioche.  —  Oelle's  Journal,  Bd.  67,  1867. 
Cremona.  —  Rappresentazione  delia  superficie  di  Steiner  e  delle  superficie  gobbe  di  terzo 

ordine  su  un  piano.  —  Rendiconti  Istituto  Lombardo,  Voi.  IV,  1867. 
Reye.  —  Geometrie  der  Lage,  1868  —  II  Abtheilung,  S.  246. 
Eckardt.  —  Beilràge  zur  analylischen   Geometrie  des  Raumes,  insbesondere  zur  Theorie 

der  Flàchen  drillen  Grades  mit  4  Doppelpunhlen  und  der  Steiner 'schen  Fldchen,  sowie 

zur  Lehre  voti  den  Raumcurven.  —  Programm  der  Realschule   zu  Reichenbach, 

1869  (*). 

R.  Sthrm.  —  Ueber  die  Ròmische  Flàche  von  Steiner.  — Mathematische  Annalen,  Bd. 

Ili,  1871. 
D'Ovidio.  —  Sulle  curve  del  3°  ordine  circoscritte  a  un  quadrilatero  completo,  §  VI.  — 

Giornale  di  Mat.  del  Battaglini,  Voi.  X,  1872. 
Laguerre.  —  Recherches  anahjliques  sur  la  surfuce  du  troisième  ordre  qui  est  la  réci- 

proque  de  la  surface  de  Steiner.  —  Nouvelles  annales  de  Mathématiques,  II  partie, 

tome  XI,  1872. 

Brill.  —  Ueber  Eliminalion  aus  einem  gewissen  System  von  Gleichungen.  —  Mathema- 
tische Annalen,  Bd.V,  1872. 

Rosanes.  —  Ueber  Systemevon  Kegelschnilten.  —  Mathematische  Annalen,  Bd.  VI,  1873. 

Cayley.  —  On  Steiner^  surface.  —  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society, 
Voi.  V,  1873. 

Aiìmenante.  —  Sulle  curve  gobbe  razionali  del  4°  ordine.  —  Giornale  di  Mat.  del  Bat- 
taglini, Voi.  XÌI,  1874. 

Beltrami.  —  Ricerche  di  Geometria  analitica,  §  12.  —  Memorie  dell'Accademia  di 
Bologna,  Serie  III,  tomo  X,  1879. 

Salmon-Fiedler.  —  Analylische  Geometrie  des  Raumes.  Zweite  Auflage,  Bd.  Il,  S.  325 
und  377. 


(•)  Questa  Memoria  fu  pubblicala  più  tardi  nei  Malli.  Ann.,  Bd.  V,  1872. 


CAPO    I. 
La   superficie   di  Steiner. 

Sua  definizione  analitica  e  rappresentazione  piana.  —  Coniche  giacenti 
sulla  superficie,  rette  imagini.  —  Sezioni  piane ,  coniche  imagini. 
—  Piano  tangente.  —  Sua  proprietà.  —  Equazione  tangenziale 
delia  superficie.  —  Piano  di  una  sua  conica.  —  Sviluppabile 
dei  .piani  tangenti  lungo  una  conica.  —  Cono  circoscritto  da 
un  punto.  —  Imagini  della  curva  di  contatto  e  della  curva  di 
secamento.  —  Loro  proprietà. 

1.  —  Definiremo  analiticamente  la  superficie  Steineriana  come  quella 
per  ogni  punto  della  quale  le  coordinate  tetraedriche  si  possono  esprimere 
mediante  le  più  generali  funzioni  intere  ed  omogenee  del  2°  grado  rispetto 
a  tre  parametri  X,  X2  X3 .  Pertanto,  fissato  un  tetraedro  fondamentale,  e 
denotando  con  x1xlxìxi  le  coordinate  d'un  punto  dello  spazio,  poniamo 

c;ri  =  a1IXI2+  •  •  •  +  2a23X2X3  +  .  .  .  —  a-f 
px1=bl\*+  .  ..+2623X2X3  +  ■  --=K 
px3=cltl*+  ■  ■  ■  +  2c23X2X3  +  .  .  .  =ex* 
pxll=dll'k*+  ...  +2  c?23X2X3  +  .  .  .  —  d?    ; 

così  ad  ogni  terna  di  valori  assegnati  ai  parametri  X,  X2  X3  corrisponde  nello 
spazio  un  punto  della  superficie  Steineriana,  che  diremo  per  brevità  un 
punto  X.  —  Nello  stesso  tempo,  assunto  un  triangolo  fondamentale  in  un 
piano  II  {piano  rappresentativo),  le  X,X2X3  si  possono  considerare  come 
coordinate  d'un  punto  di  esso  piano,  che  chiameremo  punto  [X].  —  In  tal 
guisa  a  ogni  punto  del  piano  II  si  fa  corrispondere  un  punto  della  superficie 
S,  e  viceversa  ('),  vale  a  dire  la  superficie  S  è  rappresentata  punto  per 


(*)  Fanno  eccezione  i  punti  della  linea  doppia  di  S,  a  ciascuno   dei  quali  corri- 
sponde in  n  una  coppia  di  punti. 
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punto  su  di  un  piano.  A  ogni  linea  della  superficie  corrisponda  una  linea 
immagine)  del  piano,  e  viceversa;  e  queste  due  linee  sono  dello  stesso  genere. 

2.  —  Bicerchiamo  anzitutto  qual  linea  della  superficie  corrisponde  a 
una  retta  del  piano. 

A  questo  scopo  osserviamo  che  1'  equazione  in  coordinate  di  piani 
(li  l»?3 1/)  del  punto  X  sulla  superficie  S  è 

(1) 0=V l  +  ti*  §,+  cC  %t  +  ^ §,  =1V  • 

Pertanto,  se  consideriamo  nel  piano  II  due  punti  [X]  [fx]  di  coordinate 
(X,X2X3)  (jM.j!/.,^),  un  punto  qualsiasi  della  loro  retta  ha  per  coordinate 
(k,  +  pfj.t,  X2  +  pp.2,  X3  +  pf-3)  e  ad  esso  corrisponde  sulla  superficie  il 
punto  che  ha  per  equazione 

(2) 0  =p  \+  f  „  =  jV+  2  "p^p  ■  p  +pf  p2  , 

la  quale,  dato  | ,  somministra  per  p  due  valori  p'  p"  tali  che  i  punti  X  +  p  [J. , 
\-\-p"  [x  cadono  nel  piano  |.;  quindi  ogni  piano  seca  in  due  punti  la  curva 
rappresentata  dalla  retta  [XjU.].  Dunque  ad  ogni  retta  del  piano  rappresen- 
tativo corrisponde  sulla  superficie  S  una  conica. 

Dato  | ,  se  l'equazione  (2)  in  p  ha  radice  doppia,  il  piano  f  riesce  tan- 
gente alla  conica  che  ha  per  imagine  la  retta  [X/j.].  Se  adunque  eguagliamo 
a  zero  il  discriminante  della  (2),  avremo 

o  =ih*p\1-ihi\p\p'v.  ■ 

chiamando  u,  ux  u3  le  coordinate  della  retta  [X  p.] ,  ossia  ponendo 

MI  =  (Xp.),  =  X2/J.3—  X3|U.2   ,  «1  =  (X/UL)1  =  X3fA1  —  X,p.3    , 

Mj=(Xfx)3=X,fiiI— X^/x,  , 

quell'equazione  si  può  scrivere 

0  =  (j) jVw)1  =  (a  a'uf  §,»+  .  .  .  +  2  (a  6  m)2  !,£,+  .•.. 

e  rappresenta  in  coordinate  di  plani  la  conica  sulla  superficie  S  die  cor- 
risponde alla  retta  u  del  piano  II ,  e  che  noi  chiameremo  conica  u. 

Come  nel  piano  vi  è  un  numero  doppiamente  infinito  di  rette,  così  sulla 
superficie  S  vi  è  un  numero  doppiamente  infinito  di  coniche;  come  nel 
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piano  per  due  punti  passa  una  sola  retta,  così  sulla  superficie  S  per  due 
punti  in  generale  passa  una  sola  conica  (*)  ;  come  nel  piano  due  rette  si 
secano  in  un  punto,  così  sulla  superficie  S  due  coniche,  in  generale,  si 
secano  in  un  punto  ;  se  u  e  v  sono  le  rette  imagini  delle  due  coniche,  il 
punto  a  queste  comune  ha  per  equazione 

0  =  (puv)3,  =  (auvy  £,  +  (bti vy  £a  +  [cuv)%  £3  +  (du v)1  £4  . 

3.  —  Dato  il  piano  £,  l'equazione  (1)  in  X  rappresenta  nel  piano  II 
una  conica  die  è  la  imagine  della  curva  sezione  della  superficie  S  col 
piano  %.  —  Consideriamo  due  piani  <•'  £"  e  le  due  coniche  imagini  delle 
loro  sezioni  colla  superficie  S;  i  punti  in  cui  la  retta  £'  £"  seca  la  super- 
ficie S  hanno  per  imagini  i  punti  comuni  a  quelle  due  coniche,  epperò 
sono  quattro  ;  dunque  la  superficie  Steineriana  è  del  4°  ordine.  —  Es- 
sendo la  conica  di  genere  zero,  le  sezioni  piane  della  superficie  S  saran  pure 
di  genere  zero,  e  quindi  sono  curve  del  quarto  ordine  con  3  punti  doppi; 
di  qui  l'esistenza  d'una  curva  doppia  del  terzo  ordine,  la  quale  vedremo 
che  si  scinde  in  tre  rette  concorrenti  in  un  punto.  Siccome  le  curve  del 
4°  ordine  con  tre  punti  doppi  hanno  6  flessi  e  4  tangenti  doppie,  così  in 
un  piano  vi  sono  6  rette  osculatrici  alla  superficie  Steineriana  (")  e 
quattro  rette  bitangenti.  —  Siccome  poi  le  coniche  del  piano  fi  secano 
le  curve  algebriche  di  questo  in  un  numero  pari  di  punti,  così  ogni  curva 
algebrica  situata  sulla  superficie  S  è  secata  da  ogni  piano  in  un  numero 
pari  di  punti,  e  perciò  è  di  ordine  pari. 

4.  —  Se  si  ha  PxP^Q  ,  l'equazione  (2)  dà  per  p  due  valori  eguali 
e  di  segno  contrario  ;  allora  i  punti  in  cui  il  piano  S,  seca  la  conica  X  p. 
hanno  parametri  della  forma  X.-fp'^'  V~ |°V<-  (*"=1»2,3),  epperò 
sono  coniugati  armonici  coi  punti  X  e  /u.;  dunque  V equazione 

rappresenta  il  punto  polo  della  retta  Xa  rispetto  alla  conica  pei  punti 
\[j.  ;  epperò  le  coordinate  di  quel  punto  sono 


(*)  Cremona,  Crelle's  Journal,  Bd.  63,  pag.  318. 
(**)  Cremona,  1.  e,  pag.  319. 
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(3)  pxl  —  axa{L,       pa\  =  il\  ,        pxi=c-xGlf  ,       px^d^. 

Facciamo  variare  nel  piano  II  il  punto  \ì.  su  di  una  retta  che  passi  per  X , 
allora  il  punto  considerato  si  muove  sulla  tangente  in  X  ad  una  conica  che 
passa  per  X;  facciamo  inoltre  variare  nel  piano  11  la  retta  attorno  al  punto 
X ,  sulla  superficie  S  varierà  la  conica  attorno  al  punto  X ,  ed  il  punto  p.  si 
muoverà  sulla  tangente  in  X  a  quella  conica  mobile,  vale  a  dire  il  punto  p. 
si  muoverà  nel  piano  tangente  in  X  alla  superficie  S.  Dunque  le  (3),  dato  X, 
variando  [J. ,  sono  le  coordinate  di  un  punto  qualsiasi  del  piano  tangente 
in  X  alla  superficie  <S'.  —  Per  avere  l'equazione  di  questo  piano,  eliminiamo 
tra  le  (3)  le  quantità  p,  fx,,  p.2,  jm3;  avremo 


(4) 


0  = 


^3 


oxa, 

a\ax 

«X«3 

M, 

h\ 

Ms 

C-kC, 

c^c, 

CxC3 

d,d. 

(\(\ 

d\d. 

=  (b e d)bxcxdxx,—  (e da) cxdxaxx1+  (dab)  dxaxbxx3  —  (abc)axbxcxx!<  ; 

qui  i  coefficienti  delle  coordinate  sono  covarianti  simultanei  delle  forme 
a\  ^x  c\  d\  ,  e  sono  precisamente  i  Jacobiani  di  esse  prese  tre  a  tre  ;  li 
denoteremo  per  brevità  con 


Axi={bcd)bxcxdx 
Cxl=(dab)dxaxbx 


Bx3  =  —  (cda)cxdxax 
Dxì  =  —  (abc)axbxcx  , 


e  l'equazione  precedente  si  potrà  scrivere 

(4') 0=Ax*x,  +  Bx1x1  +  Cxix3  +  ÌV*4  =  /Ì«  • 

Questa  adunque,  dato  X ,  rappresenta  il  piano  tangente  alla  superficie    S 
nel  suo  punto  X. 


5.  —  La  stessa  si  ritrova  per  un'altra  via,  la  quale  ha  il  vantaggio  di 
condurre  alla  equazione  tangenziale  della  superficie  Steineriana. 

Un  piano,  che  sia  tangente  nel  punto  X  alla  superficie  S,  la  taglia  se- 
condo una  curva  che  ha  in  X  un  punto  doppio  ;   o  quindi  se  £  è  il  piano 
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tangente  in  X,  anche  la  conica  (1)  imagine  della  sezione  di  e,  colla  superficie 
S  avrà  in  [X]  un  piano  doppio  (");  sussisteranno  pertanto  le  equazioni 

[a]  .  .  .    0  =Mi  =  «, a, f ,  +  0l bt  f,  +  cx e- ?3+  à\ dt ^      (i=l,2,3j; 

da  queste,  dato  X ,  si  ricavano  le  coordinate  del  piano  tangente  in  X  ;  sosti- 
tuendole in 

si  ritrova  l'equazione  (4).  —  Se  invece  dalle  equazioni  soprascritte, 
dato  £ ,  si  elimina  X,  \  X3 ,  si  ha 

»„  !,+  ■•+<*.,  §4       «i,  I,  +  •  •  +<,  ?4       «3.  £,  +  ..+  d3l  §4 
(5)...  0  =  a„  §,'+..  +d„|4       «»?,  +  .  .+4ii4       &*!«  +  ■■• +411 

«,3  I,  +  •  •  +  <?.3  l4  C^3  I,  +  •   •   +43  ?4  a33  |,  +  -   •   +^33  l4 

=  (i3j)'i3")2  =  (aa'a")1^I3+...  +  3(aa'&):'§I2?2+...  +  6  (&cd)l§,|3  |4  +  ... 

e  questa  sarà  la  condizione  affinchè  il  piano  |  sia  tangente  alla  superficie  S; 
sarà  cioè  l'equazione  in  coordinate  di  piani  della  superficie  Steine- 
riana  ('*),  la  quale  è  perciò  della  3a  classe  {""). 

6.  ■ —  Dal  fatto  che  da  conica  imagine  della  sezione  di  un  piano  tan- 
gente con  S  si  spezza  in  due  rette,  e  che  ad  ogni  retta  del  piano  rappre- 
sentativo corrisponde  sulla  superficie  S  una  conica,  segue  che  ogni  piano 
tangente  alla  superficie  Steineriana  la  taglia  secondo  due  coniche  (""). 
Keciprocamente,  ogni  piano  che  contiene  una  conica  della  superficie  Steine- 
riana la  taglia  secondo  quella  e  secondo  un'altra  conica,  ed  è  un  piano 
tangente.   Questo  fa  si  che  l'equazione  dei  piani  tangenti  alla  superficie  S 


(*)  Tale  conseguenza  è  legittimata  dal  principio  ohe  una  curva  della  superficie 
e  la  sua  imagine  sono  dello  stesso  genere.  —  Del  resto  procedendo  in  ordine  inverso, 
ed  osservando  che  l'equazione  del  piano  tangente  (già  trovata  con  altro  metodo)  si 
può  ritenere  come  condizione  di  coesistenza  delle  equazioni  [aj,  si  viene  a  dimostrare 
che  la  conica  imagine  della  sezione  fatta  da  un  piano  tangente  in  un  punto  A  si  scinde 
in  due  rette  concorrenti  in  [/]. 

(**)  Armenante,  Le;  Rosanes,  Le. 
(***)  Schròter,  Lo»,  pag.  538;  Cremona,  Le,  pag.  3)8. 

(****)  Kummer,    1.  e,  pag.  332;  Weierstrass  ,  1.  e,    pag.  338;  Cremona,  1.  e, 
pag.  318. 
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si  può  mettere  sotto  una  forma  diversa  dalla  (4).  A  questo  scopo  facciamo 
ancora  capo  alla  equazione  (2),  e  scriviamo  che  è  soddisfatta  da  infiniti 
valori  di  p,  poniamo  cioè 

lh*=«i    Ì,+  hz   L  +  Cxz  ìi  +  df   f4  =  0 
JPxi>„  =  <h%^+  h  %  i  +  ex  c£3  +  à\  Afa  =  0 

iV=V  É.+V  S,+v  ?3+-<V  £4=°  ; 

da  ciò  segue  che  il  piano  f  contiene  tutti  i  punti  della  conica  1  [X ,  è  cioè 
il  piano  di  essa  conica.  Se  adunque  tra  quelle  equazioni  e  la 

!,  *,  +  !2  a;2  +  £3  ^3  +  ?4  ^4  =  ° 
si  eliminano  le  § ,  si  ha  l'equazione  del  piano  della  conica  lp..  Essa  è 


=  0 


Se  chiamiamo  u,  u2  u3  le  coordinate  della  retta  \}[J-],  sviluppando  il  deter- 
minante rispetto  alla  prima  orizzontale,  quest'equazione  si  può  scrivere  : 


bS 

C\ 

(h* 

\\ 

Cy.c^ 

d\d 

K" 

e* 

d; 

(6) 


,    0=      (bcu)  (bdu)  (cdu)x, —  (acu)  (adu)(cdu)x1 
j  +  (abu)  (adii)  (bdu) x3  —  (abu)  (acu)  (b cu) x^  ; 

in  questa  i  coefficienti  sono  contravarianti  delle  forme  a^  b^  cx*  d*  e  sono 
precisamente  le  Hermitiane  di  esse  prese  a  tre  a  tre  ;  le  denoteremo  per 
hrevità  con 

uj  =z(bcu)(bd ìì)  (e d u)  %3=  —  (a b u) (a d u) (e du) 

u T3  =  (ab u)  (a d u) (b d ti)  u„3  =  —  (a b u)  (a e u)  (b e u)  , 


e  cosi 
(6')  . 


Uh3X,  +  %3  %i+  UT  xì  +  u\  Xi,  '■ 


:0 


sarà  l'equazione  di  quel  piano  tangente  alla  superficie  S   che  contiene 
la  conica  u. 


7.  —  Vediamo  ora  come  si  interpretino  geometricamente  i  fatti  anali- 
tici che  nella  equazione  del  piano  tangente  sia  sotto  la  forma   f\3  =  0  ,   che 
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sotto  la  forma  uJ  =  0  ,  i  parametri  A  od  u  entrano  al  terzo  grado.  — 
Anzitutto,  dato  x ,  l'equazione  0  =  fx3  rappresenta  nel  piano  II  una  curva 
del  3"  ordine,  imagine  della  curva  gobba  lungo  cui  la  superficie  S  è  toccata 
dal  cono  ad  essa  circoscritto  dal  punto  x ,  laonde  questa  curva  di  contatto  sarà 
del  3x2  =  6°  ordine  (*}  ;  quindi  anche  il  cono  Gir  coscritto  da  un  punto 
alla  superficie  Steineriana  è  del  6°  ordine  ("").  E  l'equazione  «,p3  =  0, 
dato  x,  rappresenta  nel  piano  II  una  curva  di  3a  classe,  inviluppo  delle  rette 
che  sono  imagini  delle  coniche  i  cui  piani  passano  per  x.  —  In  secondo 
luogo  se  nella  equazione  0  =  f\3  poniamo  li=^ii  +  pvi    (i  —  1,  2,  3)  si  ha 

e  questa  equazione,  dati  x  (jl  e  v ,  somministra  per  p  tre  valori  p  p  p 
tali  che  il  punto  x  giace  nei  piani  che  toccano  la  superficie  S  nei  punti 
fx  +  p'v,  (x+p"v,  [j.  +  p'"v,  i  quali  son  punti  della  conica  \i.v.  Di  qui 
segue  che  per  ogni  punto  dello  spazio  passano  tre  piani  che  toccano  la 
superficie  8  nei  punti  d'una  data  sua  conica;  dunque  i  piani  tangenti  alla 
superficie  Steineriana  nei  punti  d'una  sua  conica  appartengono  ad  una 
sviluppabile  di  tersa  classe  ('").  Volendo  l'equazione  di  questa,  basta  osser- 
vare che  per  ogni  suo  punto  due  dei  detti  tre  piani  coincidono,  e  quindi 
dobbiamo  eguagliare  a  zero  il  discriminante  dell'equazione  soprascritta  ;  per- 
tanto se  diciamo  u,  u1  u3  le  coordinate  della  retta  \jx  v]  sarà 

0  =  (ffuy(f"f"ur(ff'iu)(ff"u) 

l'equazione  della  sviluppabile  considerata.  La  stessa,  dato  x,  non  è  altro 
che  l'equazione  tangenziale  nel  piano  II  della  curva   fi  =  0  . 
Analogamente  nella   u, 3  =  0    ponendo  ut  =  vt  +  p  wt ,  si  ha 

0  =v^+  3  r?2  tv9  p  +  3  v?  iv* p*+  w* p3  =  0  , 

la  quale  equazione,  dati  xviv,  somministra  per  p  tre  valori  p  p  p  tali 
che  i  piani  delle  coniche  v+p'iv,  v+p"iv,  v-\-p'"iv  passano  per  x\ 
dunque  per  x  e  pel  punto  comune  alle  coniche  viv  passano  tre  piani  tan- 
genti alla  superficie;  ciò  conferma  che  la  superficie  S  è  della  terza  classe. 


(*)  Clbbsch,   Ueber  die  ebene  Abbildwng Math.  Ann.,  Rd.  I. 

(**)  Cremona,  Oelle's  Journal,  Bd.  63,  pag.  319. 
(*♦*)  Bel/trami,    Ricerche  di  geometria  analitica  -    Meni.  Acc.   Bologna.  Serie  111, 
tomo  X,  pag.  300. 
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Se  il  punto  x  sta  sul  cono  circoscritto  dal  punto  vw  alla  superficie,  due 
dei  detti  tre  piani  coincidono  ;  dunque  introducendo  il  discriminante  della 
equazione  soprascritta  e  chiamando  X.X^Xj  le  coordinate  del  punto  vw, 
l'equazione 

(?  f' iy  (?"  f  iy  {y  fi)  (<?'(?"  i)=o , 

dato  X ,  rappresenta  il  cono  circoscritto  alla  superficie  S  da  un  suo  punto 
X,  e  questo  cono  è  del  quarto  ordine  ("),  perchè  nella  sua  equazione  i  coef- 
ficienti di  u?3  lineari  in  x,  xt  xs  xk  entrano  al  quarto  grado.  La  stessa  equa- 
zione, dato  x,  rappresenta  nel  piano  II  una  curva  del  6°  ordine,  imagine 
della  curva  gobba  secondo  cui  il  cono  circoscritto  da  x  alla  superficie  la 
seca  nuovamente;  questa  curva  gobba  è  quindi  del  12°  ordine,  e  la  sua 
imagine  non  è  altro  che  la   u„  =  0  . 

8.  —  Eicerchianio  ora  in  che  relazione  stanno  le  curve  f*  =  0  ,  Mf3  =  0 
nel  piano  II  col  sistema  di  coniche  imagini  delle  sezioni  piane  fatte  nella 
superficie  S.  Consideriamo  le  od2-  sezioni  fatte  dai  piani  di  una  stella,  il  cui 
centro  sia  un  punto  dato  x  ;  definiamo  questa  stella  mediante  tre  suoi  piani 

)Xlc  =  C(lIX1  +  Xi:lXz+C(l3X3+  «,4#4 

axx  =  ccllx1-{-  a21  x2  +  ctl3x3  +  a2/|  #4 
a3jc=a3lxt  +  txHx1+ex3ìx3+«Hxli  . 

Un  piano  qualsiasi  della  stella  ha  per  coordinate 

/>£.  =  */,«..  +  &  ««  +  2/3  «3, 

P  ^=Vx  «»+2/»«»  +  2/3  «3» 
fÌ3  =  2/.«.3+2/»a»3  +  2/3«33 
f>§4  —  «/.a.4  +  2/»«»4  +  2/3«34 


(*); 


quindi  le  coniche  imagini  delle  sezioni  fatte  nella  superficie  S  dai  piani  di 
una  stella  formano  una  rete,  che  ba  per  equazione 

0=2/1(a1,ax1+-+a./O+i/i(a./'x1+-+^//x:')  +  2/3(":i,»)li+---+«3,'/x1)  • 


*)  Cremona,  l.c,  p . 3 1 9. 
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La  curva  Jacobiana  di  questa  rete  ha  per  equazione 

aMa%a,+...-f  alld-kdl      azta-lai-\-...+u:i!(lxdl     a3laxal-\-...-\-a3ldxdl 

0=     a1Ioia1+...+aI4dld1     allaxai+...+ai.dxd1     a3laxaì-\-...+a3.dkdì 

a11axa3+...+alidxd3     <xllaìa3+—+«H<kd3     a3laxa3+...+<xMdxd3 

il  determinante  del  2°  membro  a  elementi  polinomii  si  scompone  nella 
somma  di  determinanti  a  elementi  monomii,  di  cui  quelli  che  si  ottengono 
con  tre  o  due  linee  omologhe  sono  nulli,  e  l'insieme  di  quelli  formati  con 
linee  non  omologhe  è  equivalente  al  seguente  determinante 

A'  R3 


«^ 


il  quale,  sviluppato  secondo  la  prima  orizzontale,  non  è  altro  che 
Ax3  x',+Bx3  x\+  C3  x3+  B3  x\  , 

giacche  i  sottodeterminanti  formati  colle  a  ,  in  virtù  delle  equazioni  (*), 
sono  proporzionali  alle  coordinate  del  centro  della  stella. 

Quindi  si  conchiude  che  fx3  =  0  è  la  Jacobiana  della  rete  di  coniche 
imagini  delle  sezioni  fatte  nella  superficie  Steineriana  dai  piani  della 
stella  di  centro  x. 

Analogamente,  se  X  e  \j.  sono  due  punti  qualsiasi  d'una  retta  u,  l'equa- 
zione della  curva  Hermitiana  della  rete  considerata  si  può  mettere  sotto  la 
forma 


cx> 

A 

«,3 

«, 

«x3 

«,< 

«33 

«3 

0  = 


«„«i'  +-+a,ià\2       a2,<  +...+«24(?x2       a3,aS  +...+a3/.df 
«„(h%+-+«,A^     «1,'h%+-+«^d^y     a3laxair\-...+u3ldì.dVL 
«„V  +..-+«,4<V       «„a^  +...+«^(1^       st3la*  +...+a34fV 


«.3 


«,4 
OC.. 
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Dunque  w?  =0  è  l'equazione  della  curva  Herniitianà  della  rete  di 
coniche  imagini  delle  sezioni  fatte  nella  superficie  Steineriana  dai  piani 
della  stella  di  centro   x. 

9.  —  La  Jacobiana  e  la  Herniitianà  d'una  rete  di  coniche  si  pos- 
sono considerare  .come  la  Hessiana  e  la  Cayleyiana  d'una  certa  curva  di 
3°  ordine  C3 ,  per  cui  quella  rete  è  la  rete  delle  coniche  polari.  Allora 
ad  ogni  retta  del  piano  corrisponde  il  fascio  delle  coniche  polari  dei  suoi 
punti,  e  i  quattro  punti  base  del  fascio  sono  i  quattro  poli  della  retta 
rispetto  alla  cubica  C3  .  D'altra  parte  un  fascio  di  coniche  nella  rete 
considerata  è  l'imagine  delle  sezioni  fatte  in  S  da  un  fascio  di  piani  il 
cui  asse  passa  per  x,  e  i  quattro  punti  base  di  quello  sono  le  iniagini 
dei  quattro  punti  in  cui  l'asse  di  questo  seca  la  superficie  S.  Di  qui  si 
vede  come  i  quattro  poli  di  una  retta  nel  piano  li  rispetto  alla  C3  si 
possano  considerare  come  le  iniagini  dei  punti  in  cui  una  retta  uscente 
da  x  seca  la  superficie  Steineriana.  Ciò  posto,  tenendo  presente  la  seguente 
proposizione  sulle  curve  del  3°  ordine:  «  Se  la  retta  polare  si  muove 
«  inviluppando  l'Hessiana,  dei  quattro  suoi  poli  due  coincidenti  percor- 
«  rono  la  Hessiana  medesima,  mentre  gli  altri  due  poli  distinti  percorrono 
«  la  Cayleyiana  »,  si  conchiude  che  dei  quattro  punti,  in  cui  la  super- 
ficie S  è  incontrata  dalla  retta  congiungente  il  punto  x  con  un  punto 
mobile  sulla  curva  gobba,  la  cui  imagine  è  f3  =  0  ,  due  coincidono  con 
questo  e  due  stanno  sulla  curva,  la  cui  imagine  è  u?3  =  0  ;  così  resta 
nuovamente  dimostrato  che  il  cono  circoscritto  da  un  punto  x  alla 
superficie  Steineriana  la  tocca  tutto  lungo  una  curva  (del  6°  ordine), 
la  cui  imagine  è  ^  =  0,  e  la  seca  inoltre  lungo  una  curva  (del 
12°  ordine)  la  cui  imagine  è  u?3  =  0.  —  È  poi  evidente  che  la  retta 
congiungente  x  con  uno  dei  punti  comuni  alle  dette  due  curve  seca  la 
superficie  in  tre  punti  coincidenti  ;  ora  f3  =  0  w?3  =0  si  secano  in  9 
punti  nei  quali  si  toccano  ;  dunque  per  un  punto  dello  spazio  passano 
9  rette  osculatrici  alla  superficie  Steineriana  ('). 

Da  ciò  che  precede  apparisce  un'  intima  connessione  fra  lo  studio 
delle  curvo  piane  del  3°  ordine  e  lo  studio  della  superficie  di  Steiner, 


(•)  Cremona,  Ciello's  Journal,  Bd.  63,  S.  31'J. 
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connessione  che  già  fin  dal  1844  il  Cayley  (')  ha  osservato  esistere  tra 
le  curve  del  terz'ordine  e  la  superficie  inversa  :  della  Steineriana,  e  con 
cui  egli  ha  investigato  diverse  notevoli  proprietà  delle  cubiche  piane.  Su 
queste  poi  il  Prof.  Cremona  ha  fondata  la  sua  teoria  della  superficie  di 
Steiner. 

IO.  —  Termineremo  questo  capo  dimostrando  che  l'equazione 
§  =  f*f  ,  dato  X  e  variando  fi.,  rappresenta  la  stella  di  piani  col 
centro  nel  punto  1,  e  deducendone  una  notevole  conseguenza  analitica. 

Se  nella  equazione  0..=j>  2  poniamo  Ì-,=AX3  l-%  —  Bx  ^3=C^ 
£4  =Dy  ,  si  avrà 

o = a3<+  ^  &;+  cx3 è;+  a3 d;  , 

e  quest'equazione  rappresenterà  la  conica  imagine  della  curva  in  cui  il 
piano  tangente  in  1  seca  S,  tale  conica  sappiamo  che  ha  in  1  un  punto 
doppio  ;   dunque 

(a)  .  .  .       0  =  A*  ax  at  +  Bx3  bx  i,  +  C3  e,  e,  +  A"  dx  d.L     («=1,2,3); 

su  questa  operando  col  simbolo 

0  0  3 

oT/"W2~W3 

si  ha 

0 =A*  a,  a,  +  . . .  +  A3  <\  dt+  3  (AXA^  axat  +  ...+Bx*D[L  dx  dt  ) 
moltiplicando  per  X,.,  facendo  «  =  1,2.3,  e  sommando,  risulta 

o = Afa  <*„+...+  tv  <h+  3  (a;a^  <v+ . .  •  :+  na\  O  -, 

ora  si  ha 

0=Al3a1av_+...+Dx3dxd^ 

in  virtù  delle  stesse  (a);  dunque 

e  questa  dimostra  la  proposizione  enunciata. 


(*)  Mémoire  sur  les  courbes  du  troisicme  ordire  -  Journal  de  Liouville,  t.  IX. 
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Pertanto 

o  =  /;2  f,  =    a: A,  x,+  . . .  +  A2 A  x, 

0  =  f*  fx  =     AX  x,+  ...+  A2  A  x^ 

o = fC  f3  =   a;az  Xl+ . . .  +  a2  A  »4 

sono  tre  piani  per  il  punto  X ,  epperò  le  coordinate  di  questo  si  possono 
mettere  sotto  la  forma 

pxt  =  {B CD)BllCx*DC  px.=-  (CD A) C{B*A* 

px3  =  (BAB)pCA{BS  px^-iABQA^BSa; . 

In  maniera  affatto  analoga  si  dimostra  che  l'equazione  uf2vì,  =  0,  dato 
u  e  variando  v,  rappresenta  una  stella  di  piani  col  centro  nel  punto, 
in  cui  il  piano  della  conica  u  tocca  la  superficie  Steineriana ,  e  quindi 
le  coordinate  d'un  punto  qualsiasi  di  questa  si  possono  ancora  mettere 
sotto  la  forma 

p  x,  =  (B  r  A )  wB* mt*  ma2  px%  =  -  (r  A  A  )  urx  « A»  ma2 

|sa;3  =  (AAB)wA2MA2MB2  pxk  =  —  (ABr)wA2wB2Mr2  . 
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CAPO    II. 
Le  reti  di  coniche  e  la  superfìcie  di  Steiner. 

Cubica  dì  cui  una  rete  di  coniche  è  rete  polare.  —  Condizioni  perchè 
le  coniche  abbiano  un  punto  comune,  e  perchè  tra  esse  vi  sia 
una  retta  doppia. 

Equazione  in  coordinate  di  punti  della  superficie  di  Steiner.  —  Suoi 
quattro  piani  doppi.  —  Equazioni  delle  faccie  e  dei  vertici  del 
tetraedro  da  essi  formato.  —  Quadrica  per  le  quattro  coniche  di 
contatto. 

11.  —  In  generale  una  rete  di  coniche  si  può  considerare  come  polare 
dei  punti  del  piano  rispetto  a  una  determinata  curva  del  3°  ordine.  L'equa- 
zione di  questa  fu  data  dal  Eosanes  nella  citata  sua  memoria  ("),  e  ripro- 
dotta dal  Lindemann  nelle  Vorlesungen  ilber  Geometrie  voti  Clebsch  ("'). 
Però  ,  dopo  il  lavoro  di  Clebsch  e  Gordan  «  Ueber  cubìsche  temàre 
Formen  »  (***),  quell'equazione  si  ottiene  immediatamente  sotto  un  aspetto 
più  semplice  e  più  elegante,  come  tosto  vedremo.  Ritroveremo  pure  le  con- 
dizioni affinchè  le  coniche  della  rete  passino  per  un  punto,  ed  affinchè  tra 
esse  vi  sia  una  retta  doppia. 

Siano  ax*=  0  ,  bxz=0 ,  cxz=0  le  equazioni  di  3  coniche  che 
determinano  la  rete 

Jia/+7cbx1+lcx1  =  0  ; 

la  Jacobiana  e  la  Hermitiana  della  rete  sono  rispettivamente 

DJ=(abc)axbxcx  «A3=  (ab u)  (a cu)  (bete)  . 

Consideriamo  d'altra  parte  una  curva  del  3°  ordine  _px3  =  0  e  le  sue  forme 
invariantive 


(*)  Math.  Ann.  Bd.    VI,  S.  280. 
(**)  Fiinfte  Abtheilung,  S.  524. 
(»**)  Math.  Ann.  Bd.  VI,  S.  436-513. 
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txj  =  (pp'%>  "YPxP'xJ?  "x       Us3  =  (PPP")  (PPU)  (PP"U)  (PPU) 

&=Ps3  F=«t*  . 

Supponiamo  che  la  rete  di  coniche  considerata  coincida  colla  rete  polare  di 
pj,  cioè  si  abbia 

Px1Pv=aJ  Pj'Py'  —  K1  Px"Py"  =  Cj'  '> 

di  qui,  posto  -  (yy'y")  =  n,  si  ricava 

(1) riaJ=Dj         nu^—u*         n*T=DAz  . 

Ciò  posto,  ricorriamo  alla  relazione  (36)  del  citato  lavoro  di  Clebsch  e 
Gordan,  in  essa  poniamo  x  =  0,  ed  osserviamo  che  A3  =  (aa'ft")2aa.<z'.ra  x, 
ne  dedurremo  per  il  nostro  caso  l'eguaglianza 

(2) ?- S'pJ=  3 (DD'D"yDxD'xD"x+DA3D'J  . 

Dunque  la  curva  di  3°  ordine  cercata  ha  per  equazione 
3  (D  I)'D"fBx  D'J)"X+  DA3  •  D'J  =  0  . 

12.  — ■  Eicaveremo  ora    alcune  forinole    che   presto   ci    torneranno 
utili.    —  Nella  (2)  poniamo  xi  =  Aì,  avremo: 

rf  

(3) j  S'=  3  (BD'D"yi)AD'AD:A+DAi    ; 

inoltre,  se  nella  relazione  (41)  [Clebsch  e  Gordan,  1.  e]  poniamo  x  =  0  , 


(4)  .  .  .    -S3=  21)^-  3  (DD'D")(I)D'D"')  {DD"D'")  (D'D"D'") . 

Dal  paragone  di  questa  colla  precedente  risulta  la  relazione  identica 

(ri)...(DD7J')(DB'I)"')(DD"I>'")(D'D''D''')=1DAliZ-(DD'D"yi)AD'AD"A_ 

3 

Dalla  relazione  (42)  per    x  =  0    si  trae 

l        {BB'T)"Y{T)I)'"Tr)(T)'D'"T)ì'){T)"I),vjr)  (B'"DWDV) 

e  dalla  (104)  per   /.=  T  ,    \  =  —  S  si  ottiene 
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(7)...(AA'A")(AA'A'")(AA"A'")(A'A"A'")  =  4(DD'D")2DAi)'AD"A+2Z»A3 

ed  ancora  dalla  (92a)  abbiamo 

(8). 


1 


(A  A 'A')1  IV>A'-2V  =  2  (DD'D"YDAI)\D"A+  -  Z»A3  . 


Finalmente  si  ha 

(9)...     (AA'A")W^2=^(A^'A") 


»a«' 


=  Ì[2(AA'A")JDADA,DA"  +  (AA'A")(AA'A'")  (A  A"a'")(a'a"A'"  )](*). 

13.  —  Premesse  queste  formole,  osserviamo  che,  se  tutte  le  coniche 
della  rete  hanno  un  punto  comune,  la  cubica  pj  =  0  ha  ivi  un  punto 
doppio ,  epperò  si  annulla  il  suo  discriminante  Ss  —  6T1,  il  quale,  in 
virtù  delle  formole  (3),  (4),  (7),  (8),  (9),  si  può  mettere  sotto  le  forme 

=  6{BD'D"yDAD'àI)"A~jD^2=S(A\'àyi>ADA'DAlt-2D^1 
,=  6  (DI)'D")(DD'D'")(DD"D'")(D'D"D'")-I)A~ìl 
\=(DD'I)")(I>D'D'")(DD"D'")(D'D"D'")-(I)B'I)"yi)AD'AD"A(a) 
|=(AA'A")(AA,A",)(AA"A'")(A'A"A'")  -  4  (A  A'a")2Da  £a>Da» 
;  =  16  (DD'D")(DD'D'")(DD"D'")(D'D"D'") 
-(AA'A")(AA'A'")(AA"A'")(A'A"A'") 

=  3(AA'A")WcA,2-4JDAl2=  ...  ■■■■(&• 

Queste  adunque  si  possono  ritenere  come  diverse  espressioni  del  risul- 
tante delle  tre  forme  ternarie  quadratiche  a/,  òx2,  e/.  L' espres- 
sione («)  è  quella  dovuta  al  Kosanes ,  e  la  ((3)  coincide  con  quella  data 
dal  Salmon  (*').   Le  altre  (ch'io  sappia)  non  furono  ancora  date  da  alcuno. 


(io: 


(*)  Si  è  fatto  uso  della  identità 
a/  o  * 


=  4  {x  y  z)  Dx  D},  Dz-2(y  :  A)  [zx  A)[xy  A) 


(**)  Lessons  on  Highcr  Algebra,  pag. 119. 
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14.  —  Cerchiamo  adesso  la  condizione  affinchè  nella  rete  tì  sia  una 
retta  doppia.  Sia  questa  ux  =  0;  allora  esistono  dei  valori  di  h,  Jc,  l 
che  soddisfanno  alla  identità 

li  axl-\-  Jc  bx  + 1  cx  =  ux 

qualunque  sia  x,  e  quindi  anche  alla  relazione 

lia^v^+Jcb^v^  +  Jc^  »A  =  V  wa 

qualunque  sia  v.  —  D'altra  parte,  se  nella  rete  di  coniche  vi  è  una  retta 
doppia,  la  Hermitiana  ha  questa  per  tangente  doppia,  e  quindi  si  ha 
u*v.=0  identicamente,  dunque  per  l'eguaglianza  precedente  sarà 

ha^v^+Jcb^v^+lc^v^^O 

qualunque  sia  v,  ossia 

haf  A,+  *8A*  àt+lc^ Ai=  0  ,  (*'=:  1,2,3)  ; 

di  qui  eliminando  Ji,  Jc,  I  si  ha  che 

(11) (AA'z\'>A2Vc4"'=0 

è  la  condizione  affinchè  nella  rete  esista  una  retta  doppia.  In  virtù  della  (9), 

tale  condizione  prende  la  forma 

(11')...   2(AA'A")2J»ADA,DA,  +  (AA'A")(AA'A'")(AA"A'")(A'A"A'")  =  0 

quale  fu  trovata  dal  Eosanes  ('),  ed  in  virtù  delle  (7)  ed  (8)  si  riduce  a 

(11") 3(DD'D"),DAD'AD'A+Ì)7  =0 

ossia  ad  S=0.  —  Pertanto,  quando  esiste  una  retta  doppia,  la  (2)  mostra 
che  scompare  identicamente  il  primo  membro  dell'equazione  della  cubica, 
che  ha  per  sistema  polare  la  rete  data  di  coniche  ;  ciò  è  d'accordo  col  fatto 
che  in  quel  caso  la  cubica  è  indeterminata  oppure  non  esiste,  secondochè 
nella  rete  vi  sono  o  no  altre  due  rette  doppie  ("). 

15.  —  Applichiamo  i  risultati  precedenti  alla  rete  di  coniche  imagini 
delle  sezioni  fatte  nella  superficie  Stcineriana  dai  piani  d'una  stella.   Se  il 


(*l  Math.  Ann.  Bd.  VI,  S.  282. 

(**)  V.  Cremona,   Sopra  alcune  questioni  della  teoria  delle  curve  piane.  -  Annali 
di  Matematica.  Serie  I.  Tomo  VI,   1804. 
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centro  di  questa  è  il  punto  x,  la  Jacobiana  e  la  Hermitiana  di  quella  rete, 
come  abbiam  visto,  sono    /a3  =  0    ed  u?i  =  0.  —  Porremo  per  brevità 

fr*=  t     (frryf?f?'f;=  u     (nvrfff¥ff,,=¥ 

(fff")(ff'f'")(ff"f'")(f'f"f'")=v, 

(y  (p'tp")((p(p'  f'")(f  f"<p'")  (9  <p  9    )=  W  . 

Quando  il  punto  x  giace  sulla  superficie  Steineriana,  tutte  le  sezioni 
fatte  in  questa  dai  piani  della  stella  (e  quindi  eziandio  le  loro  imagini) 
hanno  un  punto  comune;  pertanto,  se  scriviamo  la  condizione  affinchè  le 
coniche  della  rete  in  discorso  abbiano  un  punto  comune,  verremo  ad  espri- 
mere che  il  punto  x  cade  sulla  superficie  Steineriana.  Dunque  le  equazioni 

6U-T2  =  0  ,  6V-r  =  0  ,  V-U=0  , 

W-iY=0   ,  16V—  W=0  ,  ecc. 


(12)... 


rappresentano  in  coordinate  di  punti  una  stessa  superficie,  la  superficie 
Steineriana  ;  nei  primi  membri  di  tali  equazioni  entrano  quattro  simboli 
tra  f  e  (p  ;  ora  questi  sono  lineari  nelle  coordinate  x,  x%  x3  xk  ;  dunque  la 
superficie  S  è  del  4°  ordine.  L'equazione  generale  della  superficie  S  fu 
data  dal  Brill  sotto  forma  di  determinante  ('),  e  dal  Eosanes  (")  sotto  la 
forma  V—  U=  0. 

16.  —  In  generale  un  piano  doppio  di  una  superficie  la  tocca  tutto 
lungo  una  conica,  pertanto  i  piani  doppi  della  superficie  S  son  quelli  che 
la  tagliano  secondo  due  coniche  coincidenti.  Dunque,  se  scriviamo  la  con- 
dizione che  fra  le  coniche  della  rete  nel  piano  FI  vi  sia  una  retta  doppia, 
si  esprime  che  fra  le  sezioni  fatte  nella  superficie  dai  piani  della  stella  di 
centro  x  ve  ne  ha  una  che  consta  d'una  conica  contata  due  volte,  epperò  x 
deve  giacere  in  un  piano  doppio  ;  in  tal  modo  si  ottiene  l'equazione  com- 
plessiva dei  piani  doppi  della  superficie  S  sotto  le  forme 

(13)...    3U+T>=0  ,      3F-2r=0,      2Y+W=0  ,    ecc.; 

ora  queste   equazioni  sono   del  4°  grado    nelle    coordinate  ;    dunque   la 


(*)  Math.  Ann.  Bd.  V,  S.  403. 
(♦*)  Math.  Ann.  Bd.VI,  S.305. 
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superficie  Steineriana  ammette  quattro  piani  doppi  (").  —  L'equazione 
complessiva  di  questi  si  può  ancora  mettere  sotto  forma  di  determinante 
come  segue: 


(13') 


(L 


6o> 


rf/f3 


#3 


Infatti,  sviluppando  questo  determinante  rispetto  all'ultima  verticale,  si  ha 
(13")  ...      (<?<p'f")l>?1cf,*dif,rlxt  +  •  •  ■  +  (??"?')  «?W''X  =  °- 


Ora 


(??Y')VvH',2=«(? 


V 


f 


(a  ?>")  b?*c??d?,;=  -  [2  (ipipyyAjAfA^H  +  (<p<p'o) (?  f'A)(9)f "A)(y  p"A)]  ; 
analogamente 

(?  ?  Y)  «,Vv-  q  t2  (n'9")1B9BJB*«  +{9?Y)(<p?  B)(??"B)(?'?"B)]  ; 


donde,  moltiplicando  queste  eguaglianze  per  a;, ,  #2 ,  «3 ,  *4  e  sommando , 
dai  primi  membri  si  ottiene  il  determinante  (13'),  e  dai  secondi  membri  si 

ottiene  r[2T+F];   ma    2  Y+W=0   è  l'equazione  complessiva  dei 

quattro  piani  doppi,  dunque  essa  si  può  mettere  sotto  la  forma  (13  ). 

17.  —  Vogliamo  ora  trovare  l'equazione  dei  vertici  del  tetraedro 
formato  dai  piani  doppi.  Osserviamo  che,  se  uno  di  quei  vertici  si  assume 
come  centro  x  della  stella  dei  piani  secanti  la  superficie  S,  nella  rete  di 
coniche  imagini  delle  sezioni  vi  sono  tre  rette  doppie,  ed  in  tal  caso  è 


(*)  Kummkk,  le,  S.395.  —  Cremona,  Crolle's  Journal,  S. 322. 
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indeterminata  la  cubica  per  cui  quella  rete  fa  da  rete  polare.  Dunque 
se  |  è  un  piano  che  passa  per  x ,  cioè  se  si  ha 

il  polo  della  conica  p/  =  0  rispetto  alla  detta  cubica  è  indeterminato  ; 
ora  l'equazione  di  quel  polo  è  pf  u?  =  0  (*),  dunque  si  ha  j3?2  o,=  0 
(*  =  1,  2,  3);  così  si  ottengono  le  equazioni 

2)A*A.,cc,+i)B''Blx  +2)r1Tlx3+i)àk1A,xli  =  0 

p^A^x^p^.x.+p^T^^p^A^x^  0  ; 

tra  queste  e  la  precedente  eliminando  x,,  xx,  x3 ,  xk ,  si  trova 

|   0=     ?,(BrA)i>BVr*i»V-5.(rAA)ftVA,l'V 
(1  )-'"'     \         +?3(AAB)^V//B-^(ABrK2^B2iJV 

e  quest' 'equazione  del  4°  grado  nelle  £  rappresenta  i  quattro  vertici  del 
tetraedro  formato  dai  quattro  piani  doppi. 

Osserviamo  da  ultimo  col  Eosanes  (*"),  che  eguagliando  a  zero  il  discri- 
minante di  f-,1 ,  si  ottiene  la  equazione  della  superficie  Steineriana  ;  se  non 
che  si  vede  a  priori  che  il  risultato  è  del  12"  grado  nelle  x  e  quindi  è  troppo 
elevato.  Vogliamo  riconoscere  quali  fattori  estranei  sono  introdotti  ;  a  ciò 
riusciamo  facilmente  coll'aiuto  delle  forinole  (6),  (7),  da  cui  si  ricavano  le 
espressioni  degli  invarianti  S  e  T  relativi  alla  cubica  f,3;  con  essi,  compo- 
nendo il  discriminante,  si  trova  dopo  brevi  calcoli 

(3  U+T*Y(6  U-Tx)   ; 


(*)  Infatti  sia  ml3=0  la  eubica,  y  il  polo,  si  ha 
mÌmr—Vx    ; 
siccome  u  3   è  la  Cayleyiana  di  mx3,  così  si  ha  la  relazione 

e  quindi 

y     fff' 
donde,  se  la  retta  u  passa  per  il  polo  y ,  deve  essere  p  *  uo  =  0  . 
(**)  Math.  Ann.  ,  Bd  VI,  S.  304. 


28  F.   GERBALDI 

e  quindi  si  concilinole,  che  il  discriminante  di  fx3  eguagliato  a  zero  rappre- 
senta non  solo  la  superficie  di  Steiner,  bensì  ancora  il  complesso  dei  suoi 
quattro  piani  doppi  contato  due  volte. 


18.  —  È  notevole  la  quadrica  che  ha  per  equazione 
(15') 


0  =  T  =  f3 


=  AAix;+...+D^x.;+(ABì+BA3)x,x1  +  ...+(CAì+Dr3)xìxi 

la  sua  intersezione  colla  superficie  i7=0  appartiene  ad  un  tempo  alla 
superficie  Steineriana  (6  U —  T%  =  0)  ed  ai  suoi  quattro  piani  doppi 
(3  U+  T3,=  0)  ;  ora  la  intersezione  della  superficie  Steineriana  coi  suoi 
quattro  piani  doppi  consta  delle  4  coniche  di  contatto,  dunque  queste  stanno 
su  di  una  stessa  quadrica  T  =  0  (').  È  evidente  che  il  sistema  di  esse 
quattro  coniche  è  il  luogo  dei  punti  parabolici  della  superficie  S.  È  evi- 
dente inoltre  che  ciascuna  di  quelle  coniche  tocca  i  tre  piani  doppi  in  cui 
non  giace  in  punti  situati  sulle  altre  tre  coniche,  dunque  quelle  quattro 
coniche  toccano  gli  spigoli  del  tetraedro  dei  piani  doppi  e  su  quelli  si 
secano  ;  vedremo  (22)  che  i  punti  di  secamento  sono  i  punti  cuspidali 
della  superficie  ;  segue  pertanto  che  la  quadrica  T  tocca  gli  spigoli  del 
tetraedro  dei  piani  doppi  nei  punti  cuspidali  della  superficie  Steineriana. 


{*)  Cremona,  Crelle's  Journal,  Bd.63,  S.  327. 
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CAPO    III. 

Singolarità  della  superficie  di  Steiner. 

La  serie  di  coniche  imagini  delle  sezioni  piane.  —  Bette  doppie,  loro 
imagini.  —  Piani  tangenti  nei  punti  d'una  retta  doppia.  — 
Punti  cuspidali.  —  Punto  triplo,  sue  imagini,  sue  coordinate. 
—  Piano  per  i  punti  coniugati  armonici  del  punto  triplo  ri- 
spetto ai  punti  cuspidali,  sue  coordinate,  conica  imagine  della 
sua  sezione.   —   Quarticlic  assintotiche,  loro  imagini,  loro  pro- 


19.  —  Il  Clebsch  (")  ha  ricercato  direttamente  coll'analisi  le  singola- 
rità della  superficie  di  Steiner,  ed  in  questo  è  stato  condotto  a  trovare 
delle  proprietà  sulle  serie  di  coniche  ;  noi  qui  invece  partiremo  dallo 
studio  delle  serie  di  coniche  (**),  che  si  può  stabilire  facilmente  ed  in- 
dipendentemente dal  concetto  della  superficie  Steineriana  ,  per  giungere 
alle  singolarità  della  medesima. 

Le  coniche  imagini  di  tutte  le  sezioni  piane  della  superficie  di  Steiner 
formano  una  serie  lineare  triplamente  infinita 

(1) 0  =  iV  =  |,  ff,2+  |2  £>/+  §a  c;+  g4  c7;  ; 

accanto  a  questa  serie  considereremo  la  schiera  delle  coniche  che  con  tutte 
quelle  sono  in  posizione  unita,  e  che  rappresenteremo  con 

(2) 0=WaM-fcV  • 

Le  quattro  tangenti  comuni  alle  coniche  di  questa  schiera  determi- 
nano un  quadrilatero    completo,  in  cui    le  tre  coppie  di  vertici  opposti 


(*)  Veber  die  Steiner' sche  Fiòche,  Crelle's  Journal,  Bd.  67,  1867. 
(**)  V.  Smith,  Proceedings   of  the  London  Math.  Soc.  1868.  —  Rosanes  ,   Math. 
Ann.,  Bd.  V.  —  Siebeck,  De  triangulo,  cuius  latera  ecc.  Annali  di  Matematica,  Serio  II, 
Voi.  II. 
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sono  le  tre  coppie  eli  punti  che  esistono  nella  schiera  (2),  ed  il  trian- 
golo diagonale  è  il  triangolo  autoconiugato  rispetto  alle  coniche  della 
medesima.  Quelle  tre  coppie  di  punti  sono  coppie  di  punti  coniugati 
rispetto  a  tutte  le  coniche  della  serie  (1),  le  quali  secano  perciò  ciascun 
lato  del  triangolo  diagonale  in  coppie  di  punti  coniugati  in  una  invo- 
luzione, che  ha  per  punti  doppi  i  due  vertici  del  quadrilatero  che  stanno 
su  quel  lato.  —  Quando  una  conica  (1)  si  spezza  in  due  rette,  l'una  di 
queste  seca  i  tre  lati  del  triangolo  diagonale  nei  punti  che  nella  invo- 
luzione suddetta  sono  coniugati  a  quelli  in  cui  seca  l'altra  ;  le  diremo 
due  rette  coniugate ,  perchè  di  fatto  sono  coniugate  rispetto  a  tutte  le 
coniche  della  schiera  (2). 

Le  due  coniche  della  superficie  Steineriana  che  stanno  in  uno  stesso 
piano  tangente  hanno  per  imagini  due  rette  coniugate,  e  reciprocamente 
due  rette  siffatte  sono  le  imagini  di  due  coniche  di  S  situate  in  uno 
stesso  piano  tangente. 

Nella  serie  (1)  vi  è  una  doppia  infinità  di  coniche  che  si  spezzano 
in  due  rette;  ogni  punto  del  piano  può  considerarsi  come  punto  doppio 
di  una  ed  una  sola  di  quelle  coniche  degeneri;  ad  ogni  retta  del  piano 
se  ne  può  aggiungere  una  ed  una  sola  altra  che  con  quella  compia  una 
conica  degenere  della  serie  (1). 

Queste  proposizioni  sulla  serie  (1)  di  coniche  si  possono  ritenere  di- 
mostrate dopo  che  sulla  superficie  S  abitiamo  dimostrate  le  seguenti  che 
ad  esse  fanno  riscontro  :  esiste  una  doppia  infinità  di  piani  (i  piani  tan- 
genti) le  cui  sezioni  si  spezzano  in  due  coniche  ;  ogni  punto  di  S  è  punto 
di  contatto  per  uno  ed  uno  solo  di  quei  piani  tangenti  ;  ogni  conica  di 
S  sta  insieme  con  un'altra  conica  in  uno  stesso  piano  tangente. 

Alle  modificazioni,  che  in  alcuni  casi  particolari  subiscono  le  propo- 
sizioni enunciate  sulle  coniche  della  serie  (1),  corrispondono  le  singolarità 
della  superficie  S,  come  ora  passiamo  a  vedere. 

20.  —  Un  lato  del  triangolo  diagonale  noi  piano  11  ha  infinite  rette 
coniugate,  tutto  quelle  che  passano  per  il  vertice  opposto  ;  laonde  per  la 
linea  sulla  superficie  S,  di  cui  quello  è  imaginc,  passano  infiniti  piani  ;  dunque 
quella  linea  è  una  retta,  ed  è  una  retta  doppia,  poiché  nelle  sezioni  fatte  dai 
piani  per  essa  conta  come  una  conica.  Così  sitila  stqxr/icii'  Slciiicriana 
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vi  sono  tre  rette  doppie  (*),  le  cui  imagini  sono  i  tre  lati  del  trian- 
golo diagonale.  Esse  stanno  due  a  due  in  un  piano  (perchè  i  lati  del 
triangolo  diagonale,  di  cui  esse  sono  imagini,  sono  due  rette  coniugate)  e  non 
possono  essere  tutte  e  tre  in  un  medesimo  piano  (altrimenti  la  sezione  di 
questo  colla  superficie  S  sarebbe  di  ordine  troppo  elevato);  dunque  le 
tre  rette  doppie  concorrono  in  un  punto  (**),  e  questo  è  un  punto 
triplo  sulla  superficie  di  Steiner,  perchè,  come  è  facile  a  vedersi,  ha 
per  imagini  tre  punti  differenti,  che  sono  i  vertici  del  triangolo  diago- 
nale; le  rette  condotte  per  il  punto  triplo  nei  tre  piani  che  passano 
per  due  rette  doppie  secano  la  superficie  S  in  quattro  punti  con  quello 
coincidenti ,  e  perciò  sono  le  tangenti  ad  S  nel  punto  triplo  ;  dunque 
questo  è  un  punto  triplanare. 

Ogni  retta  nel  piano  II  seca  i  tre  lati  del  triangolo  diagonale  cia- 
scuno in  un  punto;  dunque  sulla  superficie  di  Steiner  ogni  conica  è 
appoggiata  alle  tre  rette  doppie  ("").  —  Il  punto  in  cui  un  piano  qual- 
siasi seca  una  retta  doppia  ha  per  imagine  nel  piano  II  due  punti,  quelli 
in  cui  la  conica,  imagine  della  sezione  fatta  in  S  dal  piano,  taglia  il 
lato  del  triangolo  diagonale  che  è  imagine  della  retta  doppia  ;  dunque 
ogni  punto  d'una  retta  doppia  ha  per  imagini  due  punti  coniugati 
sul  lato  corrispondente  del  triangolo  diagonale. 

21.  —  Nel  piano  II  ogni  lato  del  quadrilatero  circoscritto  alle 
coniche  della  schiera  (2)  è  coniugato  con  se  stesso  rispetto  alle  mede- 
sime, ed  è  perciò  una  retta  doppia  nella  serie  (1);  in  questa  vi  sono 
adunque  quattro  rette  doppie  ,  le  quali  sono  le  imagini  delle  quattro 
coniche  di  contatto  dei  quattro  piani  doppi  della  superficie  di  Steiner. 

Le  oo3  curve  fx3=  0  sono  le  Hessiane  e  le  oo3  curve  ?(f3  ==  0  sono 
le  Hermitiane  delle  oo3  reti  di  coniche  esistenti  nella  serie  (  1  )  ;  ora  la 
Hessiana  e  la  Hermitiana  d'una  rete  di  coniche  sono  l'ima  il  luogo  delle 
coppie  di  punti  coniugati  rispetto  a  quelle,  l'altra  l'inviluppo  delle  rette 
congiungenti  tali  coppie  di  punti;   dunque  tutte   le  fx3  =  0  passavo  per 


t,*)   KUMMER,   L    C;    ScHRÒTER,    1.   C.j  CREMONA,    1.   C.j    ClEBSCH,    1.   C.j    eCC. 
("*)         Id.;                        Id.  ;  Id.  ;  Id. 

(***)  Sohròter,  1.  e,  533;  Cremona,  1.  e,  317. 
F.  Gebbaldi. 
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i  6  punti  vertici  del  quadrilatero  sopra  considerato,  perchè  essi,  come 
abbiami  visto,  sono  tre  coppie  di  punti  coniugati  rispetto  a  tutte  le  co- 
niche (1),  e  tutte  le  u  3  =  0  sono  tangenti  ai  tre  lati  del  triangolo 
diagonale'  (*).  In  virtù  di  questo  fatto  analitico,  la  classe  della  super- 
ficie inviluppo,  per  cui  le  coordinate  di  un  piano  qualsiasi  sono 

(«) !,  =  A3       ?>  =  A3       Zi=c^       |4=A5, 

si  abbassa  dalla  9a  alla  3a  ;  la  classe  poi  della  superficie  inviluppo  rap- 
presentata da 

(P) É,  =  V         §.  =  "b1  ^  =  V  %  =  «a3 


si  abbassa  dalla  9a  alla  6a,  anzi,  qui  facendo  la  considerazione  speciale 
che  ad  ogni  piano  corrispondono  due  terne  di  valori  dei  parametri 
ui  U2  uì  (")'  si  Tede  che  tale  superficie  mediante  le  (2)  viene  ad  essere 
generata  due  volte,  dunque  la  sua  classe  in  ultimo  si  riduce  a  3  (""'); 
come  appunto  deve  verificarsi  perchè  le  (a)  e  (|3)  sono  le  coordinate  di 
un  piano  della  superficie  Steineriana. 

22.  —  Denotiamo  con  X'  e  fi  i  due  punti  doppi  della  involuzione 
che  si  ha  su  un  lato  del  triangolo  diagonale;  allora  un  punto  qualsiasi 
della  retta  doppia,  di  cui  esso  è  imagine,  ha  per  imagini  due  punti,  le 
cui  coordinate  sono  della  forma 

l'i+PPi  l'i-PP'i  (i=l,  2,  8), 

e  quindi  in  esso  esistono  due  piani  tangenti,  le  cui  equazioni  sono 

Q  =  f\>+P/=f-/+Zpf/f/l,  +  Zp1fyf/+P<f/ 

° = t\-P,' = f;-  zpfsfp>+*py»f/-p3f/  - 

le  quali,   osservato  che  si  ha  fv3=Q   f?=Q,   diventano 

0  =  fV%+Pfx'f/  0  =  tff.-pfvf.\ 


C)    V.    ROSANES,    1.    C. 

(")  Infatti  lo  (|3)  sono  le  coordinate  dol  piano  della  conica  m,  e   questo   piano  sap- 
piamo che  contiene  un'altra  conica. 
("*')  V.  Clebsch,  Ueber  die  ebano,  Abbildung. . .  Malli.  Ann.,  Bd.  1. 
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e  dimostrano  che  le  coppie  di  piani  tangenti  alla  superficie  S' nei  punti 
d'una  retta  doppia  formano  una  involuzione,  che  ha  per  piani  doppi 
i  piani  tangenti  in  X  e  fj.',  questi  perciò  sono  punti  cuspidali;  e  così 
la  superficie  Steineriana  possiede  6  punti  cuspidali,  due  su  ogni  retta 
doppia  ;  le  loro  imagini  sono  i  6  vertici  del  quadrilatero ,  i  cui  lati 
rappresentano  le  coniche  di  contatto  dei  piani  doppi ,  laonde  queste  si 
secano  due  a  due  sulle  tre  rette  doppie  nei  punti  cuspidali  ("),  e  perciò 
anche  la  quadrica  T  seca  le  rette  doppie  nei  punti  cuspidali.  All'in- 
voluzione suddetta  di  piani  tangenti  nei  punti  d'una  retta  doppia  ap- 
partengono i  due  piani  che  passano  per  quella  e  per  le  altre  due  rette 
doppie  ("),  perchè  tangenti  nel  punto  triplo. 

23.  —  Data  nel  piano  II  una  retta  u,  l'equazione  della  sua.  con- 
iugata,  come  fu  data  dal  Kosanes,  è: 

0  =  u  2  rx  =z  2  (a  fi  1)  uxu„ 

i      =     -[A^aAiìf+B^bBuf+C^cCu^+D^dDiì)1] 

3 

—  -J  K  aA.u&+  h.  Vmb*+  c).  cr  V+  dx chuA  ]  ' 

dato  1,  quest'equazione  rappresenta  una  cornea  inviluppo  delle  rette  con- 
iugate a  quelle  uscenti  da  X  ;  tutte  queste  coniche  sono  iscritte  nel  tri- 
angolo diagonale,  laonde  la  loro  Jacobiana  si  scinde  in  tre  punti  e  la 
Hermitiana  in  tre  rette  ;  quelli  sono  i  vertici,  questi  i  lati  del  triangolo 
diagonale;  dunque  la  equazione  complessiva  dei  primi,  cioè  l'equazione 
dei  tre  punti  imagini  del  punto   triplo   di  S,  è 

(4) 0  -  uj-  (rr'r")  (pp  p")upuplupll 

e  l'equazione  complessiva  dei  secondi ,  cioè  l'equazione  delle  tre  rette 
imagini  delle  rette  doppie  di  S,   è 

(5) *=s?=\(rrr"){?p\)(??"l){pp"l)  • 


(*)  Cremona,  Crelle's  Journal,  Bd.  63,  pag.  323. 
("*)  Cremona,  1.  e,  pag.  319. 
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Dato  un  punto  X,  le  due  rette  coniugate  uscenti  da  esso  sono  le  due 
rette  condotte  da  X  a  toccare  la  up1r^=0;  se  questa  conica  passa  per  X, 
le  due  rette  coniugate  coincidono,  e  quindi  X  giace  su  una  retta  doppia; 
cosi  si  trova  che  l'equazione  complessiva  delle  quattro  rette  doppie  è 

(6) 0=(ppiyrxr\, 

e  perciò  questa  è  l'equazione  delle  imagini  delle  quattro  coniche  di  con- 
tatto dei  piani   doppi. 

Data  nel  piano  una  conica,  i  sei  punti  coniugati  a  quelli,  in  cui 
essa  seca  i  tre  lati  del  triangolo  diagonale,  stanno  su  di  un'altra  conica. 
Noi  qui  daremo  l'equazione  di  quest'ultima  nel  caso  che  la  conica  data 
sia  coniugata  al  triangolo  diagonale.  A  questo  scopo  osserviamo  che , 
se  un  punto  X'  cade  su  un  lato  di  esso  triangolo,  le  rette  coniugate  a 
quelle  uscenti  da  X  formano  due  fasci ,  di  cui  l'uno  ha  il  centro  nel 
vertice  p.  del  triangolo  opposto  a  quel  lato,  e  l'altro  ha  il  centro  nel 
punto  X"  coniugato  di  X';  pertanto  la  conica  wpVy=0  si  scinde  in  quei 
due  punti,  cioè  si  ha 

u  1Ts,  =  u,„u    . 

Ora  si  abbia  una  conica  usl  =  0  coniugata  al  triangolo  diagonale  , 
la  quale  ne  sechi  il  lato  considerato  in  due  punti,  di  cui  uno  sia  X"; 
la  retta  X'[X  sarà  tangente  a  quella  conica  e  quindi  (X"jue)a=0.  Ciò 
posto,  si  vede  facilmente  che  la  conica  0  cr  (p  p s)2  rxr  x  passa  per  il 
punto   X'  coniugato  di  X"  ;  infatti  si  ha 

fy.Ps)\r'v=  (*V£)  Ws)r'x'  =  (*V-e)2=  0  • 
Dunque,  se  u/  =  0  è  una  conica  coniugata  al  triangolo  diagonale, 
la  conica  che  seca  i  lati  di  questo  nei   punti  coniugati  a  quelli,  in 
cui  seca  la  conica  data,  ha  per  equazione 

(?) 0  =  (pp's)\r\. 

24.  — ■  Tra  le  coniche  della  serie  (1)  è  notevolissima  quella  che 
è  coniugata  al  triangolo  diagonale;  essa  è  la  così  detta  coniai  dei 
14  punti,  e  seca  ciascun  lato  del  quadrilatero  circoscritto  alle  coniche  (2) 
nella  coppia  di  punti  coniugati  equianarmonici  coi  tre  vertici  che  stanno 
su  quello,  e  ciascun  lato  del  triangolo  diagonale  nella  coppia  di  punti 
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coniugati  armonici  sia  coi  due  vertici  del  triangolo,  sia  coi  due  vertici  del 
quadrilatero  (").  —   L'equazione  in  coordinate  di  rette  di  tale  conica  è 

(8) 


0  —  r  ,  r   u  u  ,  ; 
p     p   P   f '   ' 


infatti  facciamo  una  trasformazione  di  coordinate  prendendo  il  triangolo 
diagonale  per  triangolo  fondamentale  e  un  lato  del  quadrilatero  per 
retta  unità;  allora  si  ha 

u  V^  =  it,uì'h,-\-u3uiy.:,  +  u,u1l} 

e  quindi  V  VVV  ~  U*+  u*+u*    ' 

la  quale  in  quel  sistema  di  coordinate  è  appunto  la  conica  dei  1 4  punti. 
Poiché  la  conica  considerata  appartiene  alla  serie  (1),  essa  è  l'imagine 
di  una  curva  del  4°  ordine  piana  situata  sulla  superficie  Steineriana  ;  è 
importante  conoscere  le  coordinate  del  suo  piano.  A  questo  scopo  osser- 
viamo che  la  conica  in  discorso  ha  un'equazione  della  forma  (1),  è  con- 
iugata al  triangolo  diagonale  e  questo  è  circoscritto  a  tutte  le  coniche 
Up  r}  =  0  ;  dunque  essa  è  in  posizione  unita  con  tutte  queste  coniche  ; 
pertanto  i  parametri  |,  £,  q}  §.  che  la  determinano  devono  verificare 
la  identità  pp2  r^  =  0  per  ogni  valore  di  X;   di  qui  le  equazioni 

(9)  ...      ^r.+  è^+^r.  +  ^d^r^O         (•■=!,  2'.  3), 

dalle  quali  si  ricava 

g  =— (rrV 


(10). 


£,  =  —  (rr'r")a *c  ,*  d  ,* 

-ri  V  J      p      p         p 


&={rr'r)a*J>fdp 


p    p 


Queste  espressioni  si  possono  mettere  sotto  altra  forma.  Invero  si  ha 


(rrV")&p2c/d/=-(rrV") 


p 


V 

V 

d,1 

p 


p 
d  „* 


=  \  (rr'r")  [2(Ppp")ApAp,AF„  +  (pp'A.)  {o  f  A)  {p  p" A)\ 


=  tW+rf 


ecc.  ; 


(*)  V.  Giornale  del  Battaglimi  ,  Voi.  II  ,  1864;  Questione  28,  Cremona,  pag.  30; 
Soluzione,  Battaglimi,  pag.  52. 
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laonde  si  può  ritenere 

(11).'..  i,=J/4-y,      1-^Bj+sJ,     ì-3  =  Ca>+sr3,     ^  =  Ds>+sA3; 

e  quindi  le  coordinate  del  piano  cercato  sono  le  (10)  ovvero  le  (11); 
per  le  (9)  un  punto  qualsiasi  del  piano  ha  coordinate  della  forma 

e  per  le  (12)  l'equazione  del  piano  assume  la  forma 
(12) fg'+8T\=0. 

25.  —  Paragoniamo  quest'equazione  con  quella  del  piano  polare 
d'un  punto  x  rispetto  alla  quadrica  fJ  =  0  ;  se  rappresentiamo  con 
Fx3  e  w$3  ciò  che  divengono  f£  ed  Mp3  quando  in  esse  al  posto  delle 
x,  ir2  x3  xk  si  pongano  le  x  l  x  1  x\  x\  la  equazione  del  detto  piano 
polare  è 

Ora  quando  x  è  il  punto  triplo,  la  relativa  /j3  si  scinde  nei  tre  lati, 
e  la  relativa  u^  si  scinde  nei  tre  vertici  del  triangolo  diagonale;  per- 
modochè  si  ha 

F3  =  m  sx  11^  =  n  ua3  , 

dove  ni  ed  n  sono  fattori  numerici;  eseguendo  i  calcoli  per  un  caso 
particolare  molto  semplice  si  trova  m  —  n  ;  quindi  si  conchiude  che  il 
piano,  la  cui  sezione  colla  superficie  Steineriana  ha  per  imagine  la 
conica  dei  14  punti,  è  il  piano  polare  del  punto  triplo  rispetto  alla 
quadrica  T  ;  or  bene  ,  dal  punto  triplo  partono  le  tre  rette  doppie 
che  sono  secate  dalla  quadrica  T  nei  punti  cuspidali  (22)  ,  dunque 
il  piano  considerato  seca  ogni  retta  doppia  nei  punti  coniugati  ar- 
monici del  punto  triplo  rispetto  ai  due  punti  cuspidali  che  giacciono 
su  quella. 

Denotiamo  con  a,  ax  a3  quei  tre  punti ,  le  loro  imagini  sono  le 
coppie  di  punti,  in  cui  la  conica  dei  14  punti  seca  i  lati  del  triangolo 
diagonale,  e  che  perciò  sono  coniugati  con  due  vertici  di  questo  ;  di  qui 
segue  facilmente  che  i  due  piani   tangenti    in   ciascuno  di  quei  punti 
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sono  coniugati  armonici,  non  solo  rispetto  ai  piani  tangenti  nei  punti 
cuspidali  situati  sulla  rispettiva  retta  doppia  (22),  ma  eziandio  rispetto 
ai  piani  determinati  da  questa  colle  altre  due  rette  doppie  ("). 

Il  piano  considerato  insieme  ai  tre  che  passano  ciascuno  per  due 
rette  doppie  dà  luogo  ad  un  tetraedro  che  ha  relazioni  notevoli  colla 
superficie  di  Steiner,  come  si  vedrà  nei  seguenti  capitoli. 

26.  —  Nella  serie  (1)  di  coniche  ve  ne  è  un  numero  doppiamente 
infinito  di  circoscritte  al  triangolo  diagonale.  Infatti  oo2  sono  le  coniche 
della  serie  che  passano  per  un  punto  del  piano;  prendendo  questo  in  uno 
dei  vertici  del  detto  triangolo,  tutte  quelle  coniche  passano  anche  per 
gli  altri  due  vertici  ,  perchè  coniugati  con  quello  nella  involuzione  che 
determinano  le  coniche  (1)  sui  lati  del  triangolo.  Vediamo  ora  qual  rela- 
zione deve  sussistere  fra  le  f,  £2  £3  £4  per  ottenere  dalle  serie  (1)  la 
detta  serie  di  oo2  coniche  ;  a  tale  scopo  osserviamo  che  queste  sono  cir- 
coscritte al  triangolo  diagonale,  il  quale  è  autoconiugato  rispetto  alla 
conica  (8)  dei  14  punti,  e  però  sono  con  quest'ultima  in  posizione  unita, 
e  abbiamo  così  la  relazione  cercata 

(i3) °=vywv  ; 

quest'equazione  rappresenta  il  punto  triplo,  perchè  le  sezioni  fatte  in  S 
dai  piani  che  soddisfanno  alla  medesima  hanno  per  imagini  coniche  pas- 
santi pei  vertici  del  triangolo  diagonale,  i  quali  vertici  sono  le  imagini 
del  detto  punto.   Le  coordinate  del  punto   triplo  sono  adunque 

(14)...  x,-rp,rpapap,     xx=rplr'pbpbp,     x3  =  rplr'pcpcp,     x^rp,r'pdpdpl  . 

Infine  l'equazione  complessiva  dei  tre  piani  di  cui  ciascuno  passa 
per  due  rette  dopine  si  ottiene  osservando  che  essi  formano  il  cono  tan- 
gente nel  punto  triplo  alla  superficie  Steineriana,  o  (ciò  che  fa  lo  stesso) 
la  prima  polare  di  quel  punto  rispetto  a  questa   superficie,  e  quindi  è 

16  (ff'f)  {ffs)  (ff's)  (f'f's)  -  (?9Y)  (yco'c)  (9  co"  a)  (9>V)  =  0  . 


(*)  Cremona,  Crelle'a  Journal,  Bd.  63,  pag.  320. 
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27.  —  Date  due  coniche  0  =  «x2  0  =  &x1,  è  noto  che,  se  tra  i  loro 
invarianti 

Allt=  (aa'a")1  AìiL—(aa'by  A,1]L=  (adi')*  Allx— (bb'b"f 

passa  la  relazione 

(a) 3A„,AII1A,11-A1I,1A22-2AIJ=0  , 

i  quattro  punti  in  cui  esse  si  secano  sono  sulla  prima  conica  armonici  ; 
e  se  passa  la  relazione 

(|3) À„*—AltlA^=0 

gli  stessi  quattro  punti  sono  sulla  prima  conica  equianarmonici. 

Considerisi  per  prima  conica  una  determinata  u*  =  0  che  sia  in  po- 
sizione unita  con  tutte  le  coniche  della  serie  (1),  e  per  seconda  conica 
una  px  =  0  ;  allora  si  ha  A,,x  =  p^=Q ,  e  quindi  la  relazione  (a)  si 
riduce  semplicemente  a 

A^x  =  (pp'p"Y=  o 

e  significa  che,  se  il  piano  S,  è  un  piano  della  superficie  Steineriana,  la 
2\  =  0  seca  la  «a2  =  0  in  quattro  punti  su  di  questa  armonici  :  ora  sulla 
superficie  S  alla  conica  0=px*  del  piano  II  corrisponde  una  curva  del 
4°  ordine  nel  piano  f  ,  e  alla  et  *  =  0  corrisponde  una  curva  gobba  di 
4°  ordine  e  2a  specie,  tangente  alle  quattro  coniche  di  contatto  dei  piani 
doppi;  ai  quattro  punti  d'incontro  di  px*  =  0  con  «.  *  =  0  corrispondono 
i  4  punti  in  cui  il  piano  §  seca  la  seconda  quartica;  dunque  ì  piani 
tangenti  alla  superficie  Steineriana  secano  in  quattro  punti  armonici 
le  quartiere  di  2a  specie  su  di  essa  situate  e  tangenti  alle  quattro 
coniche  singolari,  e  reciprocamente  ì  piani  che  secano  in  un  gruppo 
armonico  le  dette  quartiche  sono  piani  tangenti  alla  superficie  Stei- 
neriana ('*).  Ora  i  piani  osculatori  sono  tra  quelli  che  secano  in  un 
gruppo  armonico ,  epperò  essi  pure  sono  piani  tangenti  ad  S ,  dunque 
quelle  quartiche  sono  le  curve  assintoticìie  della  superficie  Steiner iana  (""). 
Questa    proprietà    è   stata    scoperta    dal    Clebsch  ,  il    quale   dopo   avere 


(*)  CnEMONA,  Rend.  Ist.Lomb.,  voi.  IV,  1867. 

{'*)  Clebsch,  Crello's  Journal,  Bd.  67.  —  Cremona,  Rend.  Ist.  Lomb.,  voi.  IV,  1867. 
Bei.trami,  Mem.  Acc.  Bologna,  Serie  III,  Tom.  X,  pag.  305. 
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stabilite  le  equazioni  differenziali  delle  curve  assintotiche  per  una  superficie 
qualsiasi,  vide  che  si  potevano  integrare  nel  caso  della  superficie  Steine- 
riana  ;  il  Cremona  poi  fondandosi  sulla  rappresentazione  piana  della  su- 
perficie S  ne  ha  data  una  assai  semplice  dimostrazione  sintetica. 

Le  due  curve  assintotiche  che  passano  per  un  punto  della  superficie 
di  Steiner  hanno  per  imagini  le  due  coniche  della  schiera  (2),  che  pas- 
sano per  il  punto  del  piano  11  a  quello  corrispondente. 

Siccome  ogni  retta  nel  piano  II  è  toccata  da  una  sola  Ma2=rO,  così 
sulla  superficie  S  ogni  conica  è  toccata  da  una  sola  curva  assintotica; 
fanno  eccezione  le  quattro  coniche  singolari.  I  piani  doppi  della  super- 
ficie S  sono  i  quattro  piani  stazionarli  per  tutte  le  quartiche  assin- 
totiche (*)  ;  infatti  essi  toccano  dove  secano ,  e  i  quattro  punti  in  cui 
secano  ciascuna  quartica  sono  armonici,  dunque  questi  devono  coincidere 
in  un  solo.  —  Siccome  le  «/^O  incontrano  ciascuna  in  due  punti  le 
rette  del  triangolo  diagonale,  così  le  rette  doppie  della  superficie  Stei- 
neriana  sono  corde  comuni  per  tutte  le  quartiche  assintotiche,  che  anzi 
il  piano  osculatore  ad  una  quartica  in  uno  dei  punti  d'appoggio  su  una 
retta  doppia  essendo  tangente  ad  S  contiene  quella  retta  doppia  ;  dunque 
tutte  le  quartiche  assintotiche  possiedono  tre  corde  comuni  (corde  prin- 
cipali), le  quali  son  tali,  che  per  esse  si  può  condurre  a  ciascuna  due 
piani  osculatori ,  e  che  concorrono  in  uno  stesso  punto  (punto  triplo 
di  S).  Se  nel  piano  IT  si  imagina  un  quadrangolo  iscritto  nella  conica 
u^  =  0,  i  cui  punti  diagonali  siano  i  vertici  del  triangolo  diagonale  finora 
considerato,  è  facile  dimostrare  che  i  quattro  vertici  di  esso  sono  le  ima- 
gini di  quattro  punti  sulla  quartica  corrispondente  tali,  che  i  tre  piani 
passanti  per  le  corde  principali  e  per  uno  di  essi  la  secano  nei  tre  ri- 
manenti. Così  nasce  sulla  quartica  un'involuzione  del  4°  ordine,  alla  quale 
(come  è  facile  a  vedersi)  appartengono  i  quattro  punti  di  contatto  dei 
piani  stazionarli,  e  che  ha  per  punti  doppi  i  sei  punti  d'appoggio  delle 
corde  principali.  Osservando  poi  che  la  punteggiata  che  si  ha  su  un  lato 
del  triangolo  diagonale  è  proiettiva  al  fascio  di  piani  tangenti  nei  punti 
della  retta  doppia  corrispondente,  e  che  ogni  conica  ua*  =  0  seca  ciascun 
lato  in  due  punti  coniugati  armonici  rispetto  ai  due  vertici  del  medesimo, 


(*)  Cremona,  Rend.  Ist.  Lomb.,  Voi.  IV,  1867. 
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si  deduce  che  i  due  piani  osculatori  passanti  per  una  corda  principale 
sono  coniugati  armonici  dei  piani  passanti  per  essa  e  per  ciascuna  delle 
altre  due  corde   ("). 

Infine  considerando  ancora  per  prima  conica  una  u*  =  0  e  per 
seconda  una  p^=0,  la  relazione  (j3)  si  semplifica  pur  essa  e  diventa 

(15)  .  .  .     Airi—  (pp,  ctcc'y=  (PaPa.>—Pa'P'S  =  P«Pz'P'cc'P'a'=z  °  ' 

quest'equazione  rappresenta  la  quaclrica  inviluppo  dei  piani,  che  secano 
la  quartica  assintotica  u  2  =  0  in  quattro  punti  equianarmonici.  I  piani 
doppi  della  superficie  Steineriana,  essendo  piani  stazionarii  per  tutte  quelle 
quartiche,  sono  per  conseguenza  piani  tangenti  a  tutte  le  quadriche  sud- 
dette. 

I  piani  comuni  alla  quadrica  (15)  e  alla  superficie  Steineriana  sono 
i  piani  di  una  sviluppabile  di  6a  classe,  che  è  precisamente  la  svilup- 
pabile osculatrice  alla  quartica  assintotica. 

Le  cose  sin  qui  dette  sulle  quartiche  assintotiche  mettono  in  luce 
il  legame  che  esiste  fra  lo  studio  della  superficie  di  Steiner  e  lo  studio 
delle  quartiche  gobbe  di  2a  specie. 


(*)  Cfr.  Bertini,  Sulla  curva  gobba  di  4°  ordine  e  2a  specie.  —  Rend.  Ist.  Lomb 
Serie  II,  Voi.  V,  1872. 
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CAPO    IV. 
Particolari  sistemi  di  coordinate. 

28.  —  Quando  nello  spazio  si  assumono  per  piani  coordinati  i 
piani  che  contengono  due  rette  doppie,  ed  il  piano  che  seca  queste  nei 
punti  alaza3,  coniugati  armonici  del  punto  triplo  o  rispetto  ai  punti 
cuspidali,  e  di  più  nel  piano  Q  si  prende  il  triangolo  diagonale  per 
triangolo  fondamentale,  si  introducono  nei  calcoli  delle  notevoli  semplifi- 
cazioni. In  tal  caso  le  espressioni  delle  coordinate  d'un  punto  qualsiasi 
della  superficie  di  Steiner   prendono  la  forma  speciale  (*) 

(1)...    p:,  =  2X2X3     px1=2l3l1     px3=2).X     (9»4  =  V  +  ?,M-  V , 

donde 

(2)...     P„='jP„=i»M  =  Si  A3  =  É,  Pi,  —  ^  J?,.=  §3. 

e  l'equazione  della  superficie  in  coordinate  di  piani  (V.  form.  5,  Capo  I) 
diventa 

l4    ii    £ 


=2U£s-ì<(v+v+&-%;)- 


(3)...  o=(pp'Py=  g3    i    §, 

Inoltre,  eseguendo  facili  calcoli,  si  trova 

A*  —  X,  (X/+  >,/—  X,2)  ul  =  —  2 u,  (u*+  «?" ) 

^  =  X2  (X32+  X  ,2-  X,1)  uss  =  —  2  w2  («32+  «,') 

C-/=  X3  (X,2+  )./—  X32)  wr3=  —  2  w3  («,2+  m22) 

A3=— 2X.XJ.,  «1J  =  -4«.«,M,  , 


(4). 


e  quindi  l'equazione  del  piano  tangente  nel  punto  X  assume  la  forma 
(X/+  X3  -  X,2)  X,  x,  +  (X32+  X,2- X22  )  x2 
L+  (X,2+X22— X32)  X3a;3—  2  X,  X2X3a;/ 


(5). 


f, 


=[- 


=  0 


[*)  Clebsch  ,  Ueber  die  Steiner' 'sche  Fioche  -  Crelle's  Journal,  Bd.  67,  1867. 
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e  V equazione  del  piano  che  contiene  la  conica  u  diventa 

1  T      (««/+M32)  m,  a;,+  (%j+m,1)  ^a;, 
(6)  .  .  .       —  -  u  '  — 

2  T      [-{-  (ul2-)-u2')u3z3-\-2ulu2ii3z1. 


0  . 


Pertanto   i   coefficienti  delle  forme  f*  ed  u?3  hanno  ora  espressioni 
molto  semplici 

/"■..  =  —  «.        f,^  =  —  -h        Uì-i  —  —  ^        f^=—zx', 

'7,-<  .  1  _i 

/22i  —  /  33i   — •   o  ^i  /  "i  —  '332  —    q  X2  /n3  —  /ii3  —    o^S) 

2 

<?,,,  =  f»2=  ©333=  Q      9»i»j  — —  5*4 

Con  queste  si  compone  facilmente  /" 3 ,  e  si  trova 

(9) T.  =  /;»="-  I  (aJ^+^+^'-O  , 

donde  appare  che  la  quadrica   /" 3  =  0  è  coniugata  al  tetraedro  fonda- 
mentale ;  cioè  la  quadrica  per  le  quattro  coniche  di  contatto  dei  piani 
doppi  è  coniugata  al  tetraedro  di  cui  i  vertici  sono  il  punto  triplo  0  ed 
i  tre  a.a^aj  suoi  coniugati  armonici  rispetto  ai  punti  cuspidali  ("). 
La  quadrica   T  in  coordinate  di  piani  ha  per  equazione 

(io) V+V+V-%?=*> 

laonde  tenendo  presente  la  (3)  si  vede  che  i  piani  di  questa  pei  punti 
£,  =  0  ,  £2  =  0 ,  £3  =  0  sono  pure  piani  della  superficie  S  ;  dunque  la  svi- 
luppahile  di  sesta  classe  circoscritta  alla  superficie  Steineriana  ed  alla 
quadrica  T  si  scinde  in  3  coni  di  seconda  classe  coi  vertici  nei  punti 


(")  ClnEMONA,  Crelle's  Journal,  Bd.  03,  S.  3?7. 
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29.  —  Volendo  l'equazione  dei  piani   doppi  della  superficie  S ,   os- 
serviamo che  si  ha 


2  ®i3  % 


2  ?„«, 


—  —  o  ('r4  ".+  %  M*+  ^  M3 


=  —  «  (#3  M.  +  ^4  «*+  X.  %) 

4, 


fVw?  =  ('f ,.+  fM  +  i>33)  J/f  =  -      (.£,  M,  +  »»«,+  x3 m3)  ; 

laonde  fatte  le  sostituzioni  nella  forinola  (13')  del  Capo  II,  si  ha  l'equa- 
zione complessiva  dei  quattro  piani  doppi  sotto  la  forma 


(il)...  o  =  -(2r+TF)  =  -(3ff+r 


-(9 


x,x         X3         X%         X, 

xx       x,       x,t       x3 

fl/j  SC.±  JL^  X, 


oppure,  sviluppando  il  determinante , 

x^+x^+x^+x^— 2x*xf— 2xì*xl1—  2x*xS 
2  x*x£  — 2  x^x^  — 2  x32xi1+  8  a;,  #2  a;3  #4 


(ll')...0  =  3E7+r' 


dallo  stesso  determinante  appare  che  le  equazioni  separate  dei  quattro 
piani  doppi  sono 


(12)... 


#,+  ^+#3+  #4  :=  0 


a;,  —  #2 —  x3-\-  #4  =  0 
xl  —  xx+  x3-\-  xk  =  0  ; 


imperocché  i  primi  membri  di  queste  risultano  fattori  del  determinante, 
quando  si  sommino  e  sottraggano  convenientemente  le  sue  linee.  —  Sosti- 
tuendo in  queste  equazioni  alle  x,  xx  x3  xk  le  (1)  si  trova  che  le  imagini 
delle  coniche  nei  piani  doppi  sono  le  rette 


X,+  M->3  =  0      X,— \— X3=0      —  1,+K—  X3=0      — X—  X,+X3=0  ; 
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esse  formano  un  quadrilatero  completo  i  cui  6  vertici  hanno  per  coordinate 
(110)      (1-10)      (10  1)      (10-1)      (Oli)      (0  1-1); 

la  (5)  dimostra  che  tutte  le  cubiche  f^  =  0  passano  per  questi  sei  punti 
(n°   21). 

30.   — ■  Moltiplicando   i  due   membri  dell'equazione  (11')   per    2   e 

sottraendone  i  due  membri  della  (9)  elevati  al  quadrato  e   poi  moltiplicati 

per  3,  si  ha 

z          64 
6  U — T  = —[x^x^  +  zfx^+xJ-xS — 2xlx1x3xli]  , 

dunque  per  la  forinola  (12)  del  Capo  II 

(13)  .  .  .  x*  x^+x^x^+x^x.2 — 2xlxxx3xli—  0 

è  l'equazione  della  superfìcie  di  Steiner  in  coordinate  di  punti;  sotto 
questa  forma,  che  è  la  più  semplice  possibile,  fu  data  la  prima  volta  da 
Kummer.  Da  essa  apparisce  manifesto  che  il  vertice  del  tetraedro  fonda- 
mentale di  coordinate  x,  =  0  x2  =  0  x3  =  0  è  un  punto  triplo,  e  i  tre 
spigoli  in  quello  concorrenti  sono  tre  rette  doppie. 

Mediante  le  (12)  è  agevol  cosa  il  dimostrare  che  i  due  tetraedri,  il 
fondamentale  oa,a2aj  e  quello  formato  dai  quattro  piani  doppi,  sono 
in  tale  relazione  di  reciprocità,  che  ogni  coppia  di  spigoli  opposti  del- 
l'uno è  secata  armonicamente  da  due  spigoli  opposti  dell'altro,  e  ogni 
coppia  di  angoli  diedri  opposti  dell'uno  è  divisa  armonicamente  dai 
piani  passanti  per  due  spigoli  opposti  dell'altro.  Questo  teorema  così 
enunciato  è  dovuto  al  Prof.  Cremona  ('),  ed  una  parte  di  esso  si  può  anche 
enunciare  così  :  Se  dei  6  punti  (cuspidali)  in  cui  i  6  spigoli  del  secondo 
tetraedro  toccano  la  superficie  di  Steiner  sì  congiungono  le  coppie 
che  stanno  su  spigoli  opposti,  si  hanno  tre  rette  (le  rette  doppie)  con- 
correnti in  un  punto  (il  punto  triplo)  ;  questa  proprietà  corrisponde  per 
dualità  a  quella  dovuta  al  Cayley  (")  per  la  superficie  reciproca  di  quella 
di  Steiner. 


(*)  Crelle's  Journal,  Bd.  63,  S.  323. 
(*")  Mcmoire  sur  les  courbes  du  troisHìme  orare  -  Journal  de  Liouville,  t.  IX,  1844. 
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3 1 .  —  Accenniamo  che  prendendo  per  tetraedro  fondamentale  quello 
che  ha  per  faccie  i  quattro  piani  doppi,  e  ritenendo  nel  piano  FI  per  trian- 
golo fondamentale  quello  i  cui  lati  sono  imagini  delle  rette  doppie,  le 
forinole  per  la  trasformazione  delle   coordinate  sono 

yt  =      xt+x±+x3  +  x^  yz  =      x—x—Xi+x^ 

Vi  =  —xl+x.^  —  xs+xi  yh  =  —  x, —  xx+xz-\-  x,^ , 

per  cui  il  punto  triplo  diventa  il  punto  unità  ed  il  piano  a,  ax  aì  il  piano 
unità  ;  di  più  le  coordinate  d'un  punto  qualsiasi  della  superficie  di  Steiner 
sono  date  da 

laonde  le  forme  quadratiche  ternarie,  che  servono  alla  rappresentazione 
della  superficie,  diventano  quadrati  perfetti. 

Le  equazioni  della  superficie  Steineriana  in  coordinate  di  punti  ed  in 
coordinate  di  piani  assumono  rispettivamente  le  forme  rimarchevoli 


(14) 1         1         1  1         n 

[  ?,  <i,  ?3  ?4 

equazioni  di  questa  forma  furono  considerate  per  la  pri.na  volta  a  proposito 
della  superficie  reciproca  della  Steineriana  dal  Prof.  Beltrami  (") ,  il 
quale  le  ha  più  tardi  riprese  (*"")  in  uno  studio  diretto  sulla  superficie  di 
Steiner.  Applicando  il  principio  di  dualità  alle  proprietà  dimostrate  dal 
Prof.  Beltrami  nel  primo  dei  due  lavori  menzionati,  tra  le  altre  si  ot- 
tengono per  la  superficie  di  Steiner  le  seguenti  (*"*): 

«  Ci  sono  4  coniche  nei  quattro  piani  doppi  intersezioni  di  questi 
«  colla  superficie  Steineriana.  —  Ciascuna  di  quelle  quattro  coniche  è 
«  tangente  a  tre  spigoli  del  tetraedro  dei  piani  doppi,  due  qualunque  si 


(*)  Gfr.  Clebsch,  Crelle's  Journal,  Bd.  67. 

(**)  Estensione  allo  spazio  di   tre  dimensioni  dei   teoremi  relativi  alle  coniche  dei 
9  punti   -  Giornale  di  Mat.  d.  Battaguni  -  1863,  voi.  I,  pag.  216  e  seg.,  355  e  seg. 
(***)  V.  il  §  12  delle  Ricerche  di  Geometria  analitica  -  Mem.    Acc.  Bologna,  1879 
("**")  Giornale  del  Battaguni  -  Voi.  I,  pag.  356,  357  e  358. 
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«  secano  in  uno  stesso  punto  dello  spigolo  che  è  tangente  comune,  e  quindi 
«  stanno  su  di  un  cono  di  2"  ordine.  Il  vertice  del  cono  che  proietta  le  due 
«  coniche,  i  cui  piani  si  secano  lungo  uno  spigolo,  giace  sullo  spigolo  opposto, 
«  ed  è  coniugato  armonico  rispetto  ai  due  vertici  del  tetraedro,  che  giac- 
«  ciono  su  questo  spigolo,  col  punto  cuspidale  che  sta  sul  medesimo  ;  inoltre 
«  tutti  i  sei  vertici  giacciono  in  un  solo  e  medesimo  piano  (').  Le  quattro 
«  coniche  sezioni  delle  faccie  del  tetraedro  colla  superficie  S  sono  proiettate 
«  dai  vertici  opposti  secondo  quattro  coni  circoscritti  a  una  stessa  superficie 
«  di  2°  grado  tangente  alle  faccie  del  tetraedro  ;  le  quattro  rette  che 
«  uniscono  i  punti  di  contatto  di  ciascuna  faccia  coi  vertici  rispettivamente 
«  opposti  concorrono  in  un  punto.  Questo  punto  è  lo  stesso  che  quello  in 
«  cui  concorrono  le  tre  rette  doppie  della  superficie  (cioè  il  punto  triplo) 
«  e  il  piano  armonico  delle  faccie  del  tetraedro  rispetto  allo  stesso  punto 
«  (cioè  il  piano  a,  a2  a3  )  è  il  piano  in  cui  stanno  i  vertici  dei  6  coni  che 
«  proiettano  le   4  coniche  due  a  due  ». 

La  quadrica  H  iscritta  nei  4  coni ,  che  proiettano  dai  vertici  del 
tetraedro  formato  dai  piani  doppi  le  coniche  singolari  situate  nelle  faccie 
opposte,  non  è  da  confondersi  colla  quadrica  T,  imperocché,  essendo  piani 
coordinati  i  piani  doppi,  essa  ha  per  equazione 

la  quale  ,  quando  si  prenda  per  tetraedro  fondamentale  il  tetraedro 
o  «,  a2  a3 ,  diventa 

(is) (l.'+e/+li-V)-2V=°  ; 

da  questa  appare  che  la  quadrica  H  è  coniugata  col  tetraedro  o  a,  a2  a3 
e  tocca  la  quadrica  T  tutto  lungo  la  conica  in  cui  la  T  seca  il  piano 

&j     £t2    2L%   . 

32.  —  Da  ultimo  dalle  (12)  si  ricavano  le  equazioni  dei  vertici  del 
tetraedro  formato  dai  piani  doppi 

-£,+ §,-§i+S4  =  o  -1.-1,+  $,+ f4=o, 


,*)  Cfr.  Cremona,  Crelle's  Journal,  Bd.G3,  pag.323  e  325. 
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e  quindi  la  loro  equazione  complessiva 

-25,*§4»-2|,»|4»-a|3»|4'+8|1§JJ54. 

Di  questa  prendendo  la  prima  polare  rispetto  al  piano  (£,  =  0  ,  £2  =  0  , 
£3=0  ,  §4=-l)  si  trova  l'equazione  (3);  prendendone  la  seconda  polare  si 
trova  l'equazione  (15);  e  prendendone  la  terza  polare  si  trova  il  punto 
£4  =  0  .  Dunque  la  superficie  di  Steiner,  la  quadrica  H,  e  il  punto  triplo 
si  possono  considerare  come  le  successive  superficie  polari  dì  uno  stesso 
piano  rispetto  a  quattro  punti  considerati  come  inviluppo  di  quarta 
classe;  quel  piano  seca  le  rette  doppie  nei  punti  coniugati  armonici  del 
punto  triplo  rispetto  ai  punti  cuspidali,  e  le  faccie  del  tetraedro  che  ha 
per  vertici  i  quattro  punti  sono  i  piani  doppi  per  la  superficie  di  Steiner. 
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CAPO    V- 
Sistemi  di  quadriche. 

Quadriche  rispetto  a  cui  la  superficie  di  Steiner  si  può  considerare  come 
luogo  dei  poli  dei  piani  doppi,  o  come  inviluppo  dei  piani  polari 
dei  vertici  nel  tetraedro  dei  piani  doppi.  —  Quadriche  che  sono 
in  relazione  colle  quartiche  assìntotiche.  —  Quadriche  che  secano 
la  superficie  di  Steiner  secondo  quattro  coniche. 

33.  ■ —  Col  sistema  speciale  eli  coordinate  considerato  al  principio 
del  capo  precedente  è  agevole  lo  studio  di  alcuni  sistemi  di  quadriche 
che  hanno  notevoli  relazioni  colla  superficie  di  Steiner. 

Nel  piano  rappresentativo  II  consideriamo  il  sistema  di  coniche  coniu- 
gate al  triangolo  fondamentale,  di  cui  la  equazione  in  coordinate  di  rette  è 

(1) <*i,w|2+  asaW»2+  K33M3I  =  0    , 

ed  in  coordinate  di  punti  è 

a22 «33^+  a33 a,, x^+a,, ct.ux*=  0   . 

A  ciascuna  di  esse  si  può  far  corrispondere  una  quadrica  di  cui  l'equazione 
in  coordinate  di  piani  sia   0=papa,p' 'ap a,  ,    equazione  che   nel  presente 
sistema  di  coordinate  assume  la  forma  (") 
(2)  ...   2v.11a,3'£l1+2uny,/i;+2rjnv12Z?  +  (allI  +  vi;+c'.^)£,;=0 

e  dimostra  come  tutte  le  quadriche  considerate  formano  un  sistema  di  oo1 
quadriche  coniugate  al  tetraedro  o  a,  a,  a3 .  L'equazione  in  coordinate 
di  punti  di  tali  quadriche  si  può  scrivere 

(2').  .  .  «„  «/  +  «„  «/+  «33  *'+  g|i.+ ff.^  V  =  0     ' 


(")  Infatti  si  ha 
PjL  =(Pi  «ì+P*  «1-+-  P^)  CP'i  *i +  P'> *«  '■  ?:>'=<:<)  =  «il  PiP'i +  "«  Pi  P'i-*- 
e  quindi 

P»P« P'aP'a'=P*P'*=(«HPiP'i+  anPtP\+-  "ssPjP's! 
esoguondn  il  quadrato  o  tenendo  presenti  lo  (2)  del  capo  IV  si  ha  la  (2). 
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e  mostra  che  il  piano  a,  a2  a3  seca  tutte  quelle  quadriche  secondo  una 
rete  di  coniche  coniugate  al  triangolo   a,  a2  a3 . 

Rispetto  a  una  quadrica  del   sistema    considerato  il  polo  del    piano 
doppio 

x,  +  %z  +x3  +  x.  =  0 
ha  per  equazione 

2  «„a33  ?.  -i-  2  a33 a,,  £2+  2  a„  a22  £3  +  («„*+  a„»-H  a332)  ?4=0  , 

quindi  giace  sulla  superficie  di  Steiner,  essendo  precisamente  il  punto 
di  parametri  a,,  <z21  a33  ;  così  pure  giacciono  sulla  superficie  S  i  poli  degli 
altri  tre  piani  doppi  e  sono  i  punti  di  parametri 

—  a,,   «22  a33   ;  a,,   — a22  a33   ;  aM   <z22  — a33  . 

Dunque  la  superfìcie  di  Steiner  si  può  considerare  come  il  luogo 
dei  poli  di  ciascuno  dei  suoi  piani  doppi  rispetto  alle  oo2  quadriche 

quando  sia   ua~  =  0    una  delle  oo2  coniche  coniugate  al  triangolo  diagonale. 

34.  —  Ora  supporremo  che  la  conica  wa2  =  0   sia  la  imagine  d'una 
curva  assintotica,  quindi  dobbiamo  porre 

(3) *„+.*»  + a„  =  0    , 

giacché  in  tal  caso  la  conica  (1)  deve  toccare  le  rette 

X(+X2+>.3  =  0.,     >_X2-X3=0,     _XI+).1_).3=0  ,     -X,-X2+X3  =  0, 

di  più  la  quadrica  0  —pp  p'aPj  &  quella  i  cui  piani  tagliano  in  4 
punti  equianarmonici  la  quartica  assintotica  di  imagine  w.a»=0  (27). 
Pertanto  tutte  queste  quadriche  appartengono  alla  serie  doppiamente  infi- 
nita sopra  considerata,  epperò  sono  coniugate  al  tetraedro  o  a,  a2  a3  ;  di 
più  la  (3)  insieme  alla  (2')  dimostrano  che  tutte  quelle  quadriche  hanno 
quattro  punti  comuni  situati  nel  piano  a,  a2  a3  (");  ancora,  la  (3)  insieme 


(*)  Le  coordinate  di  tali  quattro  punti  sono 

(IMO)        (-1110)        (1-110)        (11  -1   0)  , 
epperò  essi  sono  i  vertici    del  quadrangolo  unito  al   quadrilatero  formato  dalle  rette 
sezioni  dei  piani  doppi  col  piano    a,  a%  a3  . 
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alla  (2)  fanno  vedere  che  tutte  quelle  quadriche  hanno  8  piani  tangenti 
comuni,  che  sono  i  quattro  piani  doppi  ed  i  quattro  piani  di  equazioni 

—  x^+x^+x^  +  x^  =  0  x,+x1 — Xs+x^O 

%t — xx+  x3  +  xk  =  0  #,+ #.>+ #3  —  #4  =  0  ; 

il  luogo  dei  ,punti  di  contatto  con  ciascuno  dei  piani  doppi  è  la  conica 
secondo  cui  quel  piano  tocca  la  superfìcie  S.  —  È  poi  facile  dimostrare 
che  ì  piani  tangenti  nei  quattro  punti  comuni  formano  quattro  fasci,  i 
cui  assi  concorrono  nel  punto  triplo. 

35.  —  Ora  dimostreremo  che  in  coordinate  di  punti  l'equazione 
della  quadrica,  i  cui  piani  secano  in  quattro  punti  equianarmonici  una 
curva  assintotica  di  imagine   u  2  =  0  ,  è 


(4) 8(«a'«")Ya/;'  +3(«a'<j>)(aa'(p')=0; 

invero  se  calcoliamo  le  espressioni 


fafa  («a  q)(aa  f  ) 

nel  particolare  sistema  di  coordinate  di  cui  ora  ci  serriamo,  e  nell'ipotesi 
che  Ma2=r0   sia  una  conica  (1),  si  trova  (') 

,,,  3/;/"  =      (Ba\l\+-»ii+a3ìx)<xllx,%+(alìl+S«i*+An')ùLiaa>* 

(5)    ■    •    •  ,  x  %  * 

+  («„+«„  + 3  a33)  «33^3 +2*. ,«„  «3j rr4    , 


(6)...  —  («O'f )_(««»'=«„  «„«33 


[  +  an(u,*+<x13i)xi1+  2  «,,  «,,«33  x*   . 


(*)  In  primo  luogo  si  ha 

eseguendo  il  cubo  e  tenendo  presenti  le  (7)  del  Capo  IV  si  ottiene  la  (5). 
In  secondo  luogo  si  ha 

(«  a' y)=rf ,>,(*',—  a3  a',) -«- f  a  («s  a',— «,  a',) -t- p3  (a,  a',  —  a,  a',) 
(«a'/)  =  V,'  a,a's— a,  se',)  -t-  ?'s(«3  a',  -  «,  e.'s)  +  y's(«,  «'a  —  «,«',), 

quindi  moltiplicando  membro  a  membro 

(««'f) (««'?')  =2?,  ?', «„ «.„  ■+-  2ya y',  «as  k„-h 2 fj  p's «„  *32  , 

elevando  al  cubo  e  tenendo  presenti  le  (8)  del  Capo  IV  si  ottiene  la  (ti). 
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moltiplicando  la  (5)  per 

8        ,  „  2 

-(acia  )  =16«I1a22«33  , 

e  la  (6)  per  32,  e  sommando  membro  a  membro,  si  trova  cbe  la  (4)  coin- 
cide colla  (2').  Questa  coincidenza  fa  vedere  che  la  equazione  (4)  rappre- 
senta in  coordinate  di  punti  la  quadrica,  che  ha  per  equazione  in  coordi- 
nate di  piani 

Q=pa]?a.'Papla> 

non  solo  quando  «a2  =  0  è  imagine  di  una  curva  assintotica,  bensì  più 
generalmente  quando  u  *  =  0  è  una  qualsiasi  conica  coniugata  al 
triangolo  diagonale. 

36.  —  Nel  caso  in  cui  wa2  =  0  è  imagine  di  una  curva  assintotica, 
la  (4)  si  può  mettere  sotto  una  forma  più  semplice  ;  invero  in  quel  caso 
sussiste  la  (3) ,  per  cui  la  (5)  si  può  scrivere 

Ìq   
oAA'3=(2a"2+2s;332+3ai^33)^I,^,2+(2«332+2^,,2+3a33y11)!Z22.r1I 
+  (2«,12+2ar.l22+3  a„txl,)a33xì1+al,  vlza.33x*  . 
Moltiplichiamo  i  due  membri  di  questa  per 

-  (aaV')1=aIIàM«33  » 

moltiplichiamo  anche  i  due  membri  della  6  per   —  2 ,    e  i   due  membri 
della  (9)  (Capo  IV)  per 
1 


—  («««")*  =2«.'«™<x331 


e  sommiamo  membro  a  membro  le  tre  equazioni  così  ottenute;  troviamo  la 
notevole  relazione 


(7) ...     4(««V)7a/"a'  -3  (««>)(««>')  +(««'«■')■  /;3=o , 

la  quale  è  valevole  quando   wa*.—  0   è  imagine  di  una  curva  assintotica  ;  in 
tal  caso  pertanto  coli 'aiuto  di  questa  relazione  la  (4)   si  può  scrivere 

(8) 12/Ì7.-  +  (««'")* f, 3=  0  . 
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Fissate  due  curve  assintotiche  di  iniagini  m,1  =  0  ,  u  2  =  0  ,  l'imagine  di 
ogni  altra  ha  per  equazione  u*=u /+Jeu  2=0;  sostituendo  quest'espres- 
sione di  u*  nella  pap'apaip'a' ,  si  ha  un'equazione  del  2°  grado  in  h,  e 
quindi  ogni  piano  dello  spazio  è  toccato  da  due  quadriche  (*)  ;  sosti- 
tuendo invece  nella  (8)  si  ha  una  equazione  del  3°  grado  in  h ,  dunque 
per  ogni  punto  dello  spazio  passano  tre  superficie  del  sistema  di  quelle 
quadriche,  i  cui  piani  secano  ciascuna  curva  assintotica  in  quattro 
punti  equianarmonici. 

37.  —  Due  altri  notevoli  sistemi  di  oc2  quadriche  sono  rappresentati 
in  generale,  l'uno  dalla  equazione 


(9) (oca <p)  (aa'<p'y=  0  , 

e  l'altro  dalla  equazione 


(10) 4  (a«V)Y«/y  —  3(aa'f)(aaY)   =0, 

essendo  ancora  u  2  =  0  una  conica  coniugata  al  triangolo  diagonale.  Le 
equazioni  di  dette  quadriche  nel  sistema  speciale  di  coordinate  considerato 
sono  in  virtù  della  (6),  pel  primo  sistema 

e  per  il  secondo  sistema  in  virtù  delle  (5)  e  (6)  sono 

(«2J2  +  a332—  «,,s)  altx,*+  («33*+  «ii*— «»»*)  «„*»* 
+  («,,*+ «2/—  «33')%^'-  2£z,,a22a33^/(2=0  . 

Osservando  che  i  piani  polari  di  ciascun  vertice  (")  del  tetraedro  formato 
dai  piani  doppi  rispetto  alle  quadriche  del  primo  sistema  hanno  equazioni 
della  forma  (6)  (Capo  IV)  e  rispetto  alle  quadriche  del  secondo  sistema 
hanno  equazioni  della  forma  (5)  (Capo  IV),  si  conchiude  che  quei  piani 
polari  sono  tangenti  alla  superficie  8.  Dunque  la  superficie  di  Steiner  si 
può  considerare  come  inviluppo  dei  piani  polari  di  ciascun  vertice  del 


(*)  Un  piano  qualsiasi  seca  in  quattro  punti  equianarmonici  duo  curve  assintotiche. 
(*')  Lo  coordinate  di  tali  vertici  sono 

(Min  (i  — 1  — 1  i)   (  —  1  1  — 1  n  (  —  i-i  1  i). 
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tetraedro  formato  dai  suoi  piani  doppi  rispetto  a  due  diversi  sistemi  di 
quadriche,  le  cui  equazioni  sono  le  (9)  e  (10).  Tutte  le  quadriche  dell'uno 
e  dell'altro  sistema  sono  coniugate  al  tetraedro    o  a,  a2  a3 . 

38.  —  La  considerazione  della  curva  intersezione  della  superficie  di 
Steiner  con  una  quadrica  dà  luogo  ad  altri  quattro  sistemi  di  quadriche, 
relative  ai  casi  in  cui  quella  curva  (che  in  generale  è  dell' 8°  ordine)  si 
scinde:  1°  in  una  conica  e  una  quartica;  2°  in  due  coniche  e  una  quartica  ; 
3°  in  due  quartiche;  4°  in  quattro  coniche  (').  Noi  qui  ci  occuperemo 
soltanto  degli  ultimi  due  casi  che  sono  i  più  notevoli. 

Quanto  alle  quadriche  che  in  generale  secano  la  superficie  di  Steiner 
secondo  due  quartiche,  accenneremo  che  queste  devono  secare  ciascuna  retta 
doppia  negli  stessi  due  punti  ;  che,  se  dei  due  punti  in  cui  l'una  seca  una 
retta  doppia  uno  o  tutti  e  due  fossero  differenti  dai  due  in  cui  la  seca 
l'altra,  la  retta  doppia  giacerehbe  sulla  quadrica.  Di  qui  segue  che  le  due 
coniche  iinagini  delle  due  quartiche  che  stanno  su  di  una  stessa  quadrica, 
secano  i  lati  del  triangolo  diagonale  in  due  coppie  di  punti  coniugati  ("). 
Tra  le  oo5  quadriche  considerate  ve  ne  è  un  sistema  di  oo1  coniugate  tutte 
al  tetraedro    o  a,  a2  a3  ;    esse  sono  rappresentate  dall'equazione 

\        oc,,  («„ —  cx,,)z  x,*+  a„  (a„  —  oc,,)1  x* 

(11) V  \    \  y  *3        "'     ' 

'   +«33(«,,  — «M)*#3 +  4a1I«21a33a:41:=0  . 

Invero,  se  in  questa  al  posto  di  xt  x^x3  #4  si  sostituiscono  le  espressioni  (1) 
del  Capo  IV,  si  ha 

«..(«»—  %i)2  W+  «*2  («33  —  «■,)*  W+  «33  («!,  — a»»)2*,1  V 
+  a,,  aI2  «33  (V+  X/+  À32) 

=  («,,  V+  «22  V  +  «33  V)  («2,  «33  V+«33  «„  V+  «,,  «i2V)  =  0  , 

questa  equazione  rappresenta  la  imagine  della  sezione  della  quadrica  (11) 
colla  superficie  S  e  dimostra  che  tale  sezione  si  scinde  in  due  quartiche  , 
le  imagini  delle  quali  hanno  per  equazioni 

a,,  ).l2+«21X12+«33).32:=0  rj.„  >i,z-\~  c/.zz n-2*+  ocì3u3*=  0  , 


(*)  Altri  casi  non  sono  possibili,  perchè  sulla  superficie  di  Steiner  non   esistono 
curve  di  ordine  impari. 

(**)  Cfr.  Cremona  ,  Rendiconti  del  R.  Ist.  Lomb.,  Voi.  IV, 
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e  sono  due  coniche  coniugate  al  triangolo  diagonale.  —  Se  fra  le  a,,  v.2la33 
si  pone  la  relazione  (3),  la  seconda  di  quelle  coniche  diventa  la  imagine  di 
una  curva  assintotica,  e  quindi  dalle  (11)  si  ottiene  il  sistema  delle  oo* 
quadriche  che  passano  per  le  curve  assintotiche  della  superficie  di  Steiner, 
tutte  quelle  quadriche  pertanto  sono  coniugate  al  tetraedro  oa,a2a3  (*). 
La  quartica,  che  sta  su  di  una  stessa  quadrica  colla  curva  assintotica 
di  imagine  u  2  =  0  ,  ha  per  imagine  la  conica 

0  =  (p 6 '<x)x rxr j  . 

Nel  sistema  vi  sono  3  coni  («,,  =  0.^,  au  =  <Z33,  «n=t«5J)  che  hanno 
i  vertici  nei  punti   at  a2  a3 ,   giacche  le  loro  equazioni  sono 

9 x*+  9 x*—  8 x*=  0  ,  9 x*+  9 x3  —  8 x*=  0  , 

9^+9^-8^=0  ; 

le  curve  assintotiche  contenute  in  ciascuno  dei  tre  coni  hanno  un  punto 
doppio  nel  vertice,  ed  hanno  per  imagini  le  coniche 

?',2+?C—  2«32=0  ,  u* — 2u12+u31  =  0  ,  — 2u*+u*+u3*=Q  , 

ciascuna  delle  quali  divide  armonicamente  un  lato  del  triangolo  diago- 
nale (**).  Nel  sistema  vi  sono  inoltre  tre  coppie  di  piani  («,,=  0  ,  a2i=  0 , 
a33  =  0  )  di  equazioni 

x*— x*=Q  x,1—x3l=0  %* — X31=0  , 

che  passano  ciascuno  per  una  retta  doppia,  la  quale  in  questo  caso  va  consi- 
derata come  curva  assintotica  ("").  Tutte  le  quadriche  per  le  curve  assin- 
totiche hanno  otto  punti  comuni;  infatti  in  virtù  della  relazione  (3)  le 
quadriche  (11)  passano  pei  quattro  punti  di  coordinate 

(2,2,2,3)      (-2,-2,2,3)      (-2,2,-2,3)      (2,-2,-2,3) 

che  stanno  sulla  superficie  di  Steiner,  ed  hanno  per  imagini  i  punti  base 
del  fascio  di  coniche 

a.,V+««V+«33X3a=0         («„+aM+«33=0)  , 


(*)  Cremona,  1.  e. 
(**)  Cremona,  Le;  Clersch,  1.  e. 
(***)  Cremona,  Ì.C. 
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che  sono  imagini  delle  quartiche  coniugate  alle  curve  assintotiche  (*)  ;  pas- 
sano inoltre  pei  quattro  punti 
(2,2,2,-3)     (-2,-2,2,-3)     (-2,2,-2,-3)     (2,-2,-2,-3). 

39.  —  Frale  quadri  che  considerate  è  rimarchevole  quella  che  seca  la 
superficie  S  secondo  due  curve  entrambe  assintotiche  ;  le  loro  imagini  sono 

V+mV+m'X^O  ,  V+w2V+goV=0  . 

dove  co  denota  una  radice  cubica  imaginaria  della  unità  ;  infatti  tali  due 
coniche  sono  imagini  di  curve  assintotiche,  perchè  si  ha 
l  +  co  +  «2=0   ; 

di  più  queste  stanno  su  una  stessa  quadrica,  perchè  l'una  delle  coniche 
seca  i  lati  del  triangolo  diagonale  nei  punti  coniugati  a  quelli  in  cui  li 
seca  l'altra.  Dunque,  per  avere  l'equazione  della  quadrica  si  ponga  nella  (11) 

e  allora  la  (11)  diventa 

e  rappresenta  la  quadrica  che  seca  la  superficie  Steineriana  lungo  due 
curve  assintotiche  ;  l'equazione  dimostra  che  questa  quadrica  e  la  qua- 
drica T  si  toccano  tutto  lungo  una  conica  situata  nel  piano  a,  a2  a3 . 
Le  quattro  coniche  situate  nei  piani  doppi  sono  bitangenti  alla  detta 
quadrica,  perchè  toccano  tutte  le  curve  assintoticbe. 

40.  —  Volendo  l' equazione  delle  quadriche  passanti  per  le  curve 
assintotiche  sotto  la  forma  più  generale ,  quando  il  tetraedro  fondamentale 
nello  spazio  e  il  triangolo  fondamentale  nel  piano  II  sono  affatto  qua- 
lunque, basta  sommare  membro  a  membro  la  (5')  colla  (9)  del  Capo  IV 
moltiplicata  per  7  21 

-•(«««')  =  -- «„«„<%  ; 

e  così  si  verifica  che  l'equazione  (11)  coincide  colla 
(12) 12  fJ?S+  7  (««'«") Yf3=0   . 

(*)  Cremona,  Le. 
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Questa  adunque  rappresenta  la  quadrìca  clie  .passa  per  la  curva  assin- 
totica  di  imagine  u  *  =  0  ;  visto  che  tale  equazione  contiene  tre  simboli  a 
segue  che  per  un  punto  dello  spazio  passano  tre  di  tali   quadriche. 

Paragonando  la  (8)  colla  (12)  si  deduce  che  la  quadrìca  T  è  il 
luogo  delle  curve  secondo  cui  ciascuna  quadrica,  che  passa  per  una  quar- 
tica  assintotica,  è  secata  dalla  quadrica,  i  cui  piani  tagliano  la  stessa 
assintotica  in  4  punti  equianarmonici. 

41.  —  Passiamo  ora  a  studiare  le  quadriche  che  tagliano  la  superficie 
di  Steiner  secondo  quattro  coniche.  —  Denotiamo  coi  numeri  1  2  3  i  lati 
del  triangolo  diagonale,  e  consideriamo  nel  piano  II  una  retta  u  qualunque 
che  sechi  quei  lati  rispettivamente  nei  punti  Ul  U2  U3 ,  i  coniugati  di  questi 
siano  U,'  Uz'  U3  ;  per  uno  di  questi  ultimi,  ad  es.  U,' ,  tirisi  una  retta 
qualsiasi  v  ;  la  quale  sechi  i  lati  2  3  del  triangolo  nei  punti  VXVÌ,  di 
cui  i  coniugati  siano  Vj  V3  ;  tirisi  la  retta  t  pei  punti  Z72'  V3  e  la 
retta  w  pei  punti  TJ3  Vj.  A  quelle  quattro  rette  u,  v,  t,  w  corrispon- 
dono sulla  superficie  S  quattro  coniche;  dico  che  queste  quattro  coniche 
giacciono  su  di  una  medesima  quadrica.  Infatti,  osserviamo  che  a  ciascuna 
coppia  di  punti  (U,  U,')  (Z72  UJ)  (Uj  ^HK^D  (Fs  vì)  corrisponde 
sulla  superficie  S  un  punto  unico  U,  U^  JJ3  V\  V3  ;  ciò  posto  facciamo 
passare  una  quadrica  pei  9  punti 

U,      Ux      U3      V%      V3      (uv)      (ut)      (vt)      (tot)  , 

essa  contiene  tutta  la  conica  u  perchè  ne  contiene  i  5  punti 

u,     Trx    u3    (uv)    (ut) , 

e  per  conseguenza  passerà  pel  punto  (u  tv)  ;  contiene  in  secondo  luogo 
la  conica  v  perchè  passa  pei  suoi  5  punti 

u,     r%    r3    (uv)    (vt) 

o  quindi  passa  anche  pel  punto  (v  w)  ;  contiene  in  terzo  luogo  la  conica  t 
perdio  passa  per  i  5  suoi  punti 

772       V:t       (tu)       (Ir)       (tw), 
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e  contiene  finalmente  la  conica  w.  perchè  passa  per  i  5  suoi  punti 

Uz      Vx      (-ivi)      {uw)      (vw)  . 

Come  nel  piano  si  possono  trovare  nel  modo  indicato  oo3  quaterne  di 
rette  uvtiv,  così  nello  spazio  esistono  oo3  quadriche  che  tagliano  la 
superficie  di  Steiner  secondo  quattro  coniche  ("). 

42.  —  Proponiamoci  di  trovare  l'equazione  di  tutte  queste  qua- 
driche. ■ —  Anzitutto  consideriamo  il  lato  3  del  triangolo  diagonale;  su 
di  esso  i  vertici  del  quadrilatero  hanno  per  equazioni 

X,+  >.2  =  0  1,-^=0  ; 

i  due  punti  di  equazioni 

sono  coniugati  rispetto  a  quei  due  vertici ,  perchè  le  loro  equazioni  si 
possono  scrivere  sotto  la  forma 

(«  +  |3)().1  +  >.1)  +  («-|3)(X->0  =  0  , 
(«  +  |3)(X1  +  ).J-(a_]3 )(>.-),)=  0  . 

Con  questa  osservazione  è  facile  lo  scrivere  le  equazioni  di  una  qualsiasi 
delle  quaterne  di  rette  sopra  considerate,  le  quali  equazioni  sono 
aX,+/3)l2+yX3  =  0  /3X,  +  «X2-f  <n3=0 

7>.,+  <n2+aX3=:0  ò*X,  +  yX2  +  pl3=0   . 

La  stessa  osservazione  fa  vedere  che  l'equazione 

Sy\+yah+«Qlì  =  0      oppure      -  +  -2  +  -=0 
'    '  '     "  «       p       y 

rappresenta  la  retta,  che  seca  i  tre  lati  del  triangolo  diagonale  nei  tre 
punti  coniugati  a  quelli  in  cui  li  seca  la  retta 

e  che  perciò  è  la  coniugata  di  quest'ultima.  Dunque  nelle  equazioni  (13) 
scambiando    ex  [3  y  è    coi  reciproci    -  j    -   T    si  ottengono  le  equazioni 

(*)  Cfr.  Cremona,  Grelle's  Journal,  Bd.  63,  S.  327. 


(13)  .  . 
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delle  rette  coniugate  a  quelle  rappresentate  dalle  (13);  ora  le  equazioni 
trasformate  conservano  la  forma  delle  (13);   dunque 

Se  quattro  coniche  della  superficie  Steineriana  stanno  su  di  una 
quadrica,   le  loro  coniugate  stanno  su  di  un'altra  quadrica  (*). 

Ora,  per  avere  l'equazione  della  quadrica  che  passa  per  le  4  coniche 
le  cui  imagini  son  date  dalle  (13),  scriviamo  dapprima  l'equazione  d'una 
quadrica  qualsiasi 

A,,  x,2+Alìx2+A33x31+Aux^+2A,ix,x1+  2  Al3x, x3  +  2Al3xzx3 

+  2  A^x,  x^  +  2  A^Xlxk  +  2A3lx3xl)  =  0 , 

poniamo  in  questa  al  posto  di  x,x1x3xli  le  espressioni  (1)  del  Capo  IV 
e  avremo  l'equazione  della  curva  piana,  imagine  della  sezione  della  qua- 
drica colla  superficie  S;  quell'equazione  è 

-MV  +  V'  +  V) 

+  4^34(VX2  +  X,V)  +  4A4(^3^  +  >-,V)+4A4(V>3  +  ^V) 
+  (4  A, +2  4JW+  (44  +  2  AJW  +  (4A33+2AJi;i; 
+  (8i12+4Ì34)^2V+(8i,3+44i)^,^)l3  +  (8423+4i,4)\2)J3=:0. 

Scriviamo  ora  le  condizioni  affinchè  questa  curva  si  scinda  nelle  quattro 
rette  (13),  sia  cioè  identica  alla  curva,  di  cui  l'equazione 

+  [(^+i3i+7I+tì^)(^|3  +  7fJ)+(/37  +  «^)(t3a+a7)]X,XIV  +  ...  =  0 

si  ottiene  facendo  il  prodotto  delle  (13)  membro  a  membro  ;  ricaveremo 
così  i  valori  dei  coefficienti 

4A,=  (^+72)(^+^)  4Ìl4=(«j3+7*)(|3d+ay) 

4A„=(a?+y*)(F+F)  4^  =  (aj3+7*)(a*+|3y) 

iAì3  =  (y'+^tf+p)  4AH  =  (ad+^y)(|3*+«y) 

(14).  ..{  A^afiyù 

84=(aM-/32+71+<n(«(3  +  7d) 

8Ai3z=  («1+|3,+  72+J1)(a  J  +  j37) 


(•)  GlIEMONA,  l.c,  S.328. 
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e  la  quadrica  resta  pienamente  determinata.  La  sua  equazione  si  sempli- 
fica se  poniamo 

(15),,"j  upyò  =  a;. 

Invero  da  queste  si  ricava 

a2|B2+  y2  d*=  4  a32 —  2  a42 
a *■/  +  (3 •'  o'1  =  4  a22—  2  «42 
j3272+a2ò2=  4a,'— 2  a22  , 

le  quali  sommate  due  a  due  danno 

(16) (a+lW+à1)  =  4  («/+«,  -<) 

|  (a2+|32)  (72+  ^)  =  4 («*,'+  a22-0  ; 
si  ricava  inoltre 


a/3  =  a3+j/a32— a42    -  7  3  =  a3—  }/a3a—  «4 

a  y  =  a2+  |/a22—  a42  |3  5  =  a2—  y  a/—  a4 

|3y  =  a,+  J/a,1—  a42  ad  =  a,—  ya,*—  «4 

e  di  qui  ponendo  per  brevità  di  scrittura 


(17)...      At  =  \a*— a?        A^—^a^—a^         A3  =  ^a^—  a^  , 

si  deduce 

ailo?=(a,—  A,)(a1+Al)  (a3+A3) 

i    (  <V|3>  =  (a,+4)  (a  -A)  («3+^3) 

«4272  =  (o,+^,)'(a»+A)(«3—  4ì) 

a42^=  (a,—  4.)  (a»— 4j(a3—  4))  5 

queste  formole  fanno    conoscere  oc  (3  y  5  quando  siano  dati  a,a2a3a4;   di 

più  da  esse  si  ottiene 

4 
(19) «*+|32+72+(52=  —  (a.a^ai—  AtA,A3)  . 
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Così  in  virtù  delle  (15)   (16)   (19),  le  (14)  diventano 

i„=aI'+flj'-«(1      Atl  =  —  (a,  ttj  a3 — AlAxA3)a3     Allf— a2a3 


(20) 


All=a31-\-al1—aj*      Al3  = — ;(«,ff2«3—  AlA1  A3)  a2     A2li=  a3a, 

A33=a,*+a.A2— a42      Al3  =  — ,(»,%%-  ^L,  J.2J.3)a,     J.34=a,a2 


e  con  queste  si  può  comporre  l'equazione  della  superficie  che  passa  per 
le  4  coniche  di  cui  le  imagini  sono  le  (13).  —  Volendo  poi  l'equazione 
della  quadrica  che  passa  per  le  coniche  coniugate  di  quelle,  bisogna  scam- 
biare nelle  (14)  txByè  con  -  —  —  K  ;  allora  per  semplificare  le  (14) 
'  v.  p  y  o 

riteniamo  le  stesse  sostituzioni  (15),  da  cui  pel  nostro  scopo  si  ricava 

1  1    _  2  a,  1  1   _  2  ax  1         1 .  __  2  a3 

(  itì       P7_V'  r3^       «7_^7"'  7<S      a.B~  a; 

1  J_  _ 

dividendo  le  (16)  membro  a  membro  per  o?  fP-'f  fr  ==  af  si  ha 


/'  1        1  \  /  1       1  \        4  / 
16)...     (_+_)( -  +  3.  )  =  —  (a1,+  a,»—a4»)     ecc., 

V  o       «  /  \  7       P  /       a4 


e  invertendo  le  (18)  si  ha 


(18' 


e  di  qui 
(19')... 


i  =  —  («,+  a,  )(„,-,  ijk-^: 


Ì=— 4(oI+^I)(a,+  A)(a,+  Js) 


~\  +151  +  1+  5^  =  — ì  (fll  «»  «3+  -<M»  Ai 
«         P         V         °  «4 
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Pertanto,  in  virtù  delle  (16')  (18')  (19')  si  vede  che  le  (14),  quando 

in  esse  si  scambino  a  fi  7  è  con  -'„--  -r    e   si  faccia  la  sostituzione  (15). 
'  a  p  7  0 

diventano  differenti  dalle  (20)  soltanto  per  il  segno  del  termine  AlA:LA3 

e  per  il  fattore   —   che  si  è  introdotto  in  tutti  i  secondi  membri.   — 

a,1 

4 

Dunque  siam  giunti  al  risultato  che  V equazione 


(21) 


0  =  («/+  a31—a!iì)x1'+  (a31+a*—a*)x^+  (a^+a^—a^x^+a^x^ 
-\-2a1a3xlxlf-{-2  a3alx^xli-{-2  ala2x3xli 

o 

+  — i[a,aia3±)/(aII— c«42)(a,2— a*)  (a?— «;)](fl,a:!%4-«A3;,+%a;,^) 

rappresenta  al  variare  dei  parametri  a,  :  a2  :  a3  :  a4  le  oc3  quadriche  che 
secano  la  superficie  di  Steiner  secondo  quattro  coniche;  le  coppie  di 
quadriche,  le  cui  equazioni  contengono  gli  stessi  parametri  e  differiscono 
solo  pel  regno  del  radicale,  son  tali,  che  le  quattro  coniche  secondo  cui 
seca  l'una  sono  le  coniugate  delle  quattro  secondo  cui  seca  l'altra. 
Due  quadriche  siffatte  si  secano  sopra  un  cono 

a2x1x3  +  a1x3x,  +  a3x1x:i,  =  0  , 

che  ha  il  vertice  nel  punto  triplo  e  per  cui  le  tre  rette  doppie  sono  tre 
generatrici. 

Questi  oo*  coni  appartengono  al  sistema  di  quadriche,  e  si  ottengono 
dalla  (21)  facendo  a4=0.  Nel  sistema  si  trova  inoltre  la  quadrica  T,  e 
si  ottiene  dalla  (21)  col  porre  al  =  a1=a3  =  Q . 

Quando  si  prende  a,I  =  a/,2  oppure  a*  =  a*  oppure  a3=a*  le  due 
quadriche  rappresentate  dalla  (21)  coincidono;  in  quel  caso  mediante  le 
(18)  si  vede  che  nella  quaterna  di  rette  (13)  vi  sono  due  coppie  di  rette 
coniugate  fra  loro;  epperò  la  quadrica  che  passa  per  le  coniche,  di  cui 
esse  sono  imagini,  si  scinde  in  due  piani  tangenti  alla  superficie  di  Steiner. 

Torino,  Settembre  1881. 
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